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RESUMO 

Soluções de referência são importantes em diversas áreas de pesquisa, sendo utilizadas 

como estados base na análise de estabilidade linear física e como condições iniciais e de 

contorno. Porém, para escoamentos instáveis, os métodos de marcha no tempo 

tradicionalmente empregados dificilmente convergem. Os métodos de Newton oferecem uma 

solução para o problema, porém, requerem um alto recurso computacional e boas estimativas 

iniciais. Tais dificuldades motivaram o desenvolvimento da técnica SFD (Selective frequency 

damping), a qual funciona filtrando as frequências instáveis e, dessa forma, atingindo o 

regime permanente. Ainda assim, essa técnica mostra-se insuficiente na presença de 

perturbações estacionárias e uma quantidade elevada de filtros é necessária para problemas 

com um espectro grande de frequências, retardando a convergência. Dessa forma, uma nova 

alternativa foi desenvolvida chamada MGM (Minimal Gain Marching Schemes) a qual é 

utilizada no presente trabalho. É desenvolvida uma formulação generalizada a qual é reduzida 

a alguns graus de liberdade, representados por parâmetros. A medida que os parâmetros são 

variados, seu ganho é reduzido, permitindo que as amplitudes da perturbação decaiam no 

tempo. Também é introduzida a ideia de que, à medida que o ganho é reduzido, a 

convergência é acelerada para o regime permanente. O MGM foi aplicado a métodos 

implícitos multi-passo, produzindo resultados satisfatórios independente dos mecanismos de 

instabilidade. Ainda assim, a formulação introduzida não garante uma boa estabilidade 

numérica. Assim, torna-se impossível garantir o ganho mínimo em um valor assintótico indo 

para zero. Uma abordagem alternativa é apresentada no presente trabalho. Ela aplica as 

mesmas ideias já propostas, de redução de ganho, para métodos multi-estágio. Porém, sua 

estabilidade é preservada, tornando possível a estabilização do ganho em seu valor mínimo 

indo para zero e reduzindo o número de iterações para convergência. Esse método foi 

aplicado as equações Lorenz com diferentes valores de parâmetros, verificando sua 

convergência para soluções instáveis com diversas frequências de características oscilatória 

ou estática. 

Palavras-Chave: Estabilidade linear, métodos implícitos, soluções de regime permanente, 

fisicamente instável, redução do ganho. 

 

 

 



 

 

 

ABSTRACT  

A diversity of problems present steady state solutions as a reference solution with 

applications in many research areas. They are used as base states in linear stability analysis as 

well as initial and boundary conditions in CFD (Computational Fluid Dynamics). However, 

standard marching schemes utilized for accurate unsteady simulations hardly converge to 

steady states solutions in unstable flows. In order to overcome this problem, could be used the 

well-known Newton-type methods often coupled with continuation techniques. Nevertheless, 

this iterative approach do require a large computational resource and it is highly sensitive to 

initial conditions, requiring very good initial guesses to converge. These difficulties motivated 

the development of a technique known as SFD (Selective Frequency Damping) which works 

filtering unstable frequencies and allowing the method to reach steady states solutions. It 

works well for a very good range of problems, however, it seems unable to damp stationary 

disturbances. In addition, flows with a broad unstable frequency spectrum might require 

multiple filters, which delays the convergence significantly. Therefore, an alternative 

approach was developed modifying coefficients in marching schemes in order to minimize its 

gain within the required frequency spectra, allowing the respective disturbance amplitudes to 

decay given enough time. It is proposed that, as the gain is reduced, its convergence is 

accelerated to steady state solutions. These ideas were applied to implicit multi-step methods 

yielding good results for a few test cases, including problems with stationary and oscillatory 

disturbances and with either a single or multiple frequency content. Nevertheless, when 

applied to multi-step methods, its strong numerical stability were lost. As result, it makes 

almost impossible to guarantee that its minimal asymptotic gain goes to zero, which would 

enhance convergence. An alternative approach is proposed in the present work. It applies the 

same ideas of minimal gain to implicit multi-stage methods, but its strong stability is 

preserved. Therefore, its asymptotic minimal gain is achieved, reducing the number of 

iterations for convergence. In order to test it, a test case were solved for solutions that are 

unstable to stationary and oscillatory disturbances, with either a singles or multiple frequency 

content. 

 

Key-Words: Linear Stability analysis, Unstable solvers, Gain reduction, Unstable steady 

states . 



 

 

 

LISTA DE ILUSTRAÇÕES  

 

Figura 1 - Valor absoluto do ganho por tlD  .................................................................................................... 21 
Figura 2: Valor do ganho absoluto e o número total de iterações para convergência nos esquemas EE, IE e AB2

 .......................................................................................................................................................................... 22 
Figura 3 - Os mesmos gráficos da Figura 2 porém aplicado a Eq. (2.15) com 1 1q=   e 2 1/ 2, 1, 3 / 2 3eq=

 .......................................................................................................................................................................... 24 
Figura 4: Valor do ganho absoluto e o número total de interações para convergência com DIRK2. .................. 28 
Figura 5 ï O mesmo que na Figura 3, mas aplicado ao DIRK3. ........................................................................ 30 
Figura 6 ï Comparação entre o DIRK2 e DIRK3. ............................................................................................. 31 
Figura 7 - Solução numérica das equações de Lorenz projetada no plano x, z                                                   

( 10, 8 / 3 28es b r= = =) ............................................................................................................................. 33 

Figura 8 - Autovalores para 10, 8 / 3, 28s b r= = =................................................................................ 39 

Figura 9 ï Autovalores para 10, 8 / 3, 40s b r= = =  ................................................................................. 40 

Figura 10 ï Solução trivial Lorenz ( 10s= , 8 / 3b=  e 28r= ) utilizando DIRK3. ....................................... 42 

Figura 11 ï Soluções não triviais de Lorenz ( 10s= , 8 / 3b=  e 28r= ) utilizando DIRK3 .......................... 43 

Figura 12 -  Solução trivial de Lorenz ( 10s= , 8 / 3b=  e 40r= ) utilizando DIRK2 ................................... 44 

Figura 13 - Soluções não triviais de Lorenz ( 10s= , 8 / 3b=  e 40r= ) utilizando DIRK2. ......................... 45 

Figura 14 - Número de Iterações Total x tD , MGM ï Multi-Estágio ï Solução Não Trivial ............................. 46 

Figura 15 - Número de Iterações Total x tD , MGM ï Multi-Estágio ï Solução Trivial .................................... 46 

Figura 16 ï Número de iterações x tD - MGM-Multi-Passo (esquerda) e SFD (direita) ................................... 47 
Figura 17 ï Comparação entre os métodos MGM com o Número Total de Iterações ......................................... 48 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

LISTA DE TABELAS  

 

Tabela 1: Estabilidade Física e Numérica. _____________________________________________________ 20 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

SUMÁRIO  

 

1 INTRODUÇÃO.  ........................................................................................................................... 12 
1.1 MOTIVAÇÃO ............................................................................................................................ 12 

1.2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA .................................................................................................... 13 

1.3 OBJETIVOS ............................................................................................................................... 16 

2 METODOLOGIA ............................................... .......................................................................... 17 
2.1 ANALISE DE ESTABILIDADE  NUMÉRICA CLASSICA ....................................................... 17 

2.1.1 GANHO  ..................................................................................................................................... 17 
2.1.2 CONSISTÊNCIA E TEOREMA DE L AX  ..................................................................................... 17 
2.1.3 ESTABILIDADE NUMÉRICA  ..................................................................................................... 18 
2.2 GANHO MÍNIMO  COM ESQUEMAS MULTI -PASSO. ........................................................... 21 

2.3 GANHO MÍNIMO  COM ESQUEMAS MULTI -ESTÁGIO ....................................................... 25 

2.3.1 DIRK  2 ESTÁGIOS ................................................................................................................... 25 
2.3.2 DIRK  3 ESTÁGIOS ................................................................................................................... 29 

3 ANÁLISE E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS ...................................................................... 32 
3.1 EQUAÇÃO DE LORENZ. .......................................................................................................... 32 

3.1.1 ANÁLISE DE ESTABILIDADE FÍSICA L INEAR  .......................................................................... 34 
3.1.2 SOLUÇÃO NUMÉRICA ï GANHO M ÍNIMO COM ESQUEMAS M ULTI -ESTAGIO  ...................... 41 

4 CONCLUSÕES ............................................................................................................................ 49 

5 REFERÊNCIAS BIBLIOGR ÁFICAS ........................................................................................ 52 
 

 

 

 

 

 



12 

 

1  INTRODUÇÃO. 

 

1.1 MOTIVAÇÃO 

 

O conhecimento de soluções de referência acuradas é de grande importância para diversas 

áreas de pesquisa, tal como transferência de calor e dinâmica dos fluidos. As soluções de 

regime permanente representam ótimas soluções de referência, possuindo em geral ótima 

acurácia. Uma de suas aplicações em dinâmica dos fluidos é a análise de estabilidade linear 

física, onde tais soluções de referência são utilizadas como estados base do problema em 

questão. Em alguns casos, aproximações analíticas que se adaptam suficientemente bem aos 

dados experimentais são utilizadas como soluções de referência. Porém, para escoamentos 

mais complexos instáveis, essas aproximações analíticas podem levar a previsões incorretas.  

 Uma outra área relevante a qual soluções de referência são necessárias é CFD 

(Computational Fluid Dynamics). Dentro dessa vasta área, as soluções de referência são 

utilizadas como ótimas estimativas iniciais para soluções numéricas. Em alguns problemas, 

modelos analíticos que se adaptam suficientemente bem aos dados experimentais também 

podem ser implementados. Porém, quando utilizados como condições iniciais, podem 

introduzir oscilações indesejadas para simulações de escoamentos instáveis em regime 

transiente (Lardjane et al.,2004). Assim, quando se utilizam métodos que necessitam de 

condições iniciais suficientemente acuradas, podem produzir grandes imprecisões no 

resultado. 

 Um outro exemplo em CFD é a utilização de soluções de referência como condições de 

contorno. Elas são utilizadas principalmente na área de aeroacústica como Sponge Zones 

(Bodony, 2006). Este método introduz um termo fonte nas equações de conservação que 

forçam a solução calculada convergir para uma solução de referência na região próxima ao 

contorno. Porém, sua efetividade depende da acurácia da solução de referência, 

principalmente para escoamentos instáveis.  

 Foi visto acima que soluções de referência acuradas, tais como a de regime permanente, 

poderiam possibilitar o desenvolvimento de diversas áreas de pesquisa em dinâmica dos 

fluidos. Para escoamentos instáveis verifica-se uma maior dependência da acurácia da solução 

de referência, tanto para sua análise de estabilidade, quanto para sua utilização como 

condições iniciais e de contorno. Dessa forma, um procedimento eficaz que possa gerar 

soluções de regime permanente em sua região fisicamente instável seria de grande utilidade. 
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1.2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

 

A demanda por soluções de regime permanente instáveis explicitada acima promoveu o 

desenvolvimento das metodologias para obtenção das mesmas. Atualmente há três principais 

formas de satisfazer essa demanda, onde duas são mais antigas e uma proposta recentemente. 

São elas, respectivamente, os métodos de Newton, SFD (Selective Frequency Damping) e o 

MGM (Minimal Gain Marching Schemes). 

Os métodos de Newton são amplamente conhecidos na resolução de problemas não 

lineares, também podendo ser utilizado na geração de soluções regime permanente. Para isso, 

resolve-se a versão de regime permanente das equações de governo. Algumas versões 

modernas apresentam características interessantes, tais como os métodos JFNK (Jacobian-

Free Newton Krylov Method) com uma convergência quadrática ou, pelo menos, super-linear 

(Zingg & Chisholm, 2009). Verifica-se em Knoll & Keyes (2004) a eficiência desses métodos 

resolvendo as equações de regime permanente de Navier-Stokes. 

 No entanto, os métodos de Newton apresentam algumas desvantagens. Eles possuem uma 

alta sensibilidade a condição inicial, sendo necessário um chute inicial suficientemente bom 

para convergência. Para superar essa dificuldade, são tipicamente implementados junto com 

métodos de continuação (Keller, 1975). Ainda assim, esses métodos conseguem convergência 

somente para soluções de regime permanente conectadas por continuidade (BREVDO et al., 

1999).  Isso gera problemas quando existem diversas soluções de regime permanente 

desconectadas para mesma parametrização, devido ao complexo padrão de bifurcação. Além 

disso, problemas de valor inicial são mais simples de resolver do que sua versão de valor de 

contorno, fazendo com que a maiorias dos códigos existentes resolvam a versão de regime 

transiente das equações de governo. Portanto, quando se implementa os métodos de Newton, 

é necessário construir um código novo para solucionar a versão de regime permanente das 

equações de governo.  

As dificuldades encontradas acima para os métodos de Newton levaram ao 

desenvolvimento de um método alternativo conhecido como SFD (Selective Frequency 

Damping) (Åkervik, et al. 2006). Esse método introduz um termo fonte linearizado no lado 

direito das equações de governo instáveis, tal como abaixo. 

 

( )q wc- -  
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Onde cé um coeficiente de controle, q  é solução da equação e w  a solução de referência. 

Assim, a medida que o esquema marcha no tempo, a equação converge para solução de 

referência w . A solução de referência teoricamente ideal para usarmos é a de regime 

permanente, porém ainda não a temos. Então, utiliza-se uma versão filtrada de perturbações 

temporais de q . Sabe-se que o termo explicitado acima se torna nulo quando o regime 

permanente é atingido. Portanto, nesse limite, sabe-se que a solução de referência se tornou a 

solução de regime permanente. 

 O método acima é simples de ser implementado em qualquer código que resolva equações 

instáveis e necessita do ajuste de somente dois parâmetros adicionais. Além disso, não são 

necessárias boas estimativas para condições iniciais. Essas vantagens levaram o SFD a ser 

utilizado em diferentes problemas, tais como escoamentos em cavidades (ÅKERVIK et al., 

2007), esteiras de turbulência em uma esfera (PIER, 2008), problemas de camadas limite em 

rugosidade (Loiseau et al., 2014). Ainda assim, pelo fato do SFD ser altamente dependente 

desses dois termos, surgiram outros estudos focando em sua otimização tal como em Cunha et 

al. (2015) e em Jordi et al. (2015). 

 Apesar de ter êxito em diversas aplicações, o SFD apresenta outras desvantagens (Jordi et 

al., 2015). Pode-se citar como exemplo quando há a presença de perturbações estacionárias 

nas equações de governo instáveis, pois o método parece não conseguir convergir para 

solução de regime permanente. Uma outra desvantagem é quando há escoamentos com 

diversas frequências instáveis dominantes, pois, a priori, o SFD foi desenvolvido para filtrar 

uma única frequência instável (ÅKERVIK et al., 2007). Assim, para filtrar diversas 

frequências, o número de parâmetros a serem otimizados aumenta, bem como custo 

computacional para simulação. Isso torna o método inviável para problemas com um espectro 

amplo de frequência instáveis. 

 Considerando as limitações impostas pelos métodos de newton e pelo SFD, novas 

metodologias são necessárias para obtenção de soluções de regime permanente em problemas 

fisicamente instáveis. Teixeira & Alves (2012) propõe uma nova alternativa chamada 

Physical-Time Damping (PTD). Ela utiliza o dual-time-stepping (Zeng et al., 2003) com o 

intuito de substituir esquema de marcha no tempo original pelo Euler implícito (IE). Visto que 

a maioria dos esquemas de marcha no tempo são explícitos, não é necessário o cálculo de 

jacobianos implícitos ou métodos para solução de sistemas implícitos. Ainda assim, a 

metodologia se baseia nas propriedades dissipavas do Euler implícito, as quais nem sempre 
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são suficientes para escoamentos altamente instáveis com discretização espacial de alta 

ordem. 

A metodologia funciona bem para escoamentos com instabilidades convectivas, porém as 

propriedades dissipativas do Euler implícito não são suficientes para escoamentos com uma 

alta taxa de crescimento da perturbação no tempo. Isso é causado por efeitos não lineares os 

quais limitam o passo no tempo, assim, limitando também as propriedades dissipativas do 

Euler implícito. 

 Dessa forma, surgiu uma evolução do PTD chamada MGM (Minimal Gain Marching 

Schemes) (Teixeira & Alves, 2015) baseada na análise de estabilidade numérica clássica 

(Lomax et al., 2001). Essa nova abordagem supera as dificuldades encontradas acima, 

observando que o decaimento das perturbações não é induzido com a máxima dissipação 

temporal, mas está relacionado a redução do ganho. Então, essa evolução propõe introduzir 

coeficientes nos esquemas de marcha no tempo no intuito de modificar sua região de 

estabilidade e reduzir o valor absoluto do seu ganho. Assim, à medida que seu ganho é 

reduzido, o número de iterações para convergência do regime permanente diminui, e, por 

consequência, o seu custo computacional global. 

 O MGM supera todas as dificuldades encontradas nos métodos de Newton e SFD, pois não 

é sensível a condições iniciais e é capaz de gerar soluções de regime permanente 

independente dos tipos de instabilidade do escoamento. Além disso, o MGM possui outras 

vantagens, tais como não possuir nenhum tipo de resíduo e poder ser aplicado a esquemas que 

possuem sub-iterações, visto que o número de sub-iterações decai para um no limite 

assintótico para o regime permanente. 

Essa nova metodologia (MGM) é aplicada para métodos multi-passos implícitos em 

Teixeira & Alves (2017). São introduzidos coeficientes para modificar a sua região de 

estabilidade, possibilitando que o valor absoluto mínimo do seu ganho aconteça para menores 

valores de CFL. Porém, verifica-se que, à medida que os valores dos coeficientes variam, o 

método perde sua L-estabilidade. Portanto, o valor absoluto do ganho deixa de atingir o seu 

menor valor possível (zero), assintoticamente, no limite que o número de CFL vai para 

infinito. Dessa forma, o presente trabalho propõe uma solução para o problema utilizando 

métodos multi-estágio. 
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1.3 OBJETIVOS 

 

O objetivo do presente trabalho é gerar soluções numericamente estáveis para problemas 

que são fisicamente instáveis, utilizando uma nova alternativa. Serão aplicados os conceitos 

de ganho mínimo (MGM) para métodos multi-estagio, produzindo uma metodologia eficiente 

a qual produz soluções regime permanente acuradas para essas equações fisicamente 

instáveis. Para isso, será utilizado um conjunto de métodos multi-estagio chamado métodos 

Runge Kutta diagonalmente implícitos ou Diagonal Implicit Runge Kutta (DIRK). Esses 

métodos serão o foco do presente trabalho por apresentarem forte estabilidade numérica e 

conseguirem convergir para soluções regime permanente quando o problema apresenta um 

comportamento fisicamente instável.  

O DIRK será implementado utilizando as ideias de ganho mínimo (MGM) apresentada em 

Teixeira & Alves (2015). O MGM consiste em reduzir o ganho, permitindo com que as 

perturbações decaiam no tempo. Essa metodologia não só garante a convergência para 

soluções de regime permanente na região fisicamente instável, bem como reduz o número de 

iterações para tal. Assim, a partir de uma análise de estabilidade numérica linear do DRIK é 

possível verificar para quais números de CFL se obtém o ganho mínimo.  

Porém, assim como o Euler Implícito, o DIRK possui uma região de instabilidade 

numérica quando o problema é fisicamente instável. Essa dificuldade pode ser superada 

reduzindo a família generalizada desses métodos (DIRK) a somente alguns graus de 

liberdade, no intuito de modificar sua região de estabilidade e reduzir seu ganho. A medida 

que esses parâmetros são variados, a sua região de instabilidade é reduzida. Dessa forma, 

possibilitando utilizar menores valores de CFL aonde seu ganho é mínimo. Essa mesma 

metodologia é desenvolvida em Teixeira & Alves (2016) para métodos multi-passos, porém 

para o DIRK, a formulação é fortemente S- estável mesmo quando se reduz a alguns graus de 

liberdade. Assim, ainda se obtém ganho mínimo indo para zero no limite do número de CFL 

indo para o infinito, garantindo a redução do ganho assintótica para zero. Por último, essa 

metodologia aplicada ao DIRK será testada resolvendo-se as equações instáveis de Lorenz 

para o regime permanente. 
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2 METODOLOGI A 

 

2.1 ANALISE DE ESTABILIDADE NUMÉRICA CLASSICA 

 

Neste subitem, primeiramente, serão introduzidos alguns conceitos básicos, tais como 

ganho e estabilidade numérica clássica. A partir do conhecimento desses conceitos básicos, 

serão realizadas análises de estabilidade linear de alguns métodos numéricos explícitos e 

implícitos. Com essas análises feitas, pode-se introduzir as ideias de ganho mínimo com 

esquemas multi-passos no item 2.2 e, posteriormente, com esquemas multi-estágio em 2.3. 

 

2.1.1 Ganho 

 

Seja um método numérico arbitrário de marcha no tempo multi-passo dado por: 

 

1 ( )n nu u t u+= +D D                                                                                                       (2.1) 

 

Onde ( )u t  é a sua solução e 1n+  é o índice que representa passo no tempo 

desconhecido e n o conhecido. tD  é passo no tempo e ( )uD  é uma aproximação empregada. 

O ganho absoluto é definido como a razão: 

 

 
1n

n

u
G

u

+

=                                                                                                                   (2.2) 

 

O ganho, também conhecido como fator de amplificação, desempenha um papel 

fundamental na estabilidade numérica do método empregado. Dessa forma, será visto no 

subitem 2.1.3 as condições necessárias impostas sobre o ganho no intuito de atingir a 

estabilidade numérica. 

 

2.1.2 Consistência e Teorema de LAX 

 

A consistência está diretamente relacionada com a aproximação feita a partir da versão 

analítica do problema. A diferença entre a equação diferencial analítica e a discretização 

utilizada é definido como erro de truncamento (E.T). Uma discretização das suas equações de 

governo é dita consistente caso seja possível obter a versão discretizada a partir de sua versão 
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analítica no limite que seu passo é reduzido. Isto é, 
0

lim ( . . ) 0
t

Eq Discretizadas Eq Analíticas
D 

- =, 

logo 
0

lim ( . ) 0
t

E T
D 

=  (Pletcher et al., 2012).  

Grande parte dos métodos conhecidos e amplamente utilizados na atualidade tem sua 

consistência já provada e garantida, tais como Euler Explicito (EE), Euler Implícito (EI), 

Adams-Bashforth (AB). A consistência também desempenha um papel fundamental na 

estabilidade numérica do método empregado, como será visto a seguir. 

O teorema da equivalência de LAX diz: dado um problema de condição inicial bem 

posto e uma discretização que seja consistente, estabilidade numérica é a condição necessária 

e suficiente para convergência (Lax & Richtmyer, 1956). Dessa forma, visto que o conceito 

de consistência de um esquema de marcha no tempo já foi introduzido, no próximo subitem 

será explorado acerca da estabilidade numérica do método empregado, no intuito de garantir 

sua convergência. 

 

2.1.3 Estabilidade Numérica  

 

A estabilidade numérica, em geral, requer mais tempo e energia empregada do que a 

consistência. Como dito anteriormente, grande parte dos métodos utilizados já possuem sua 

consistência garantida, devendo-se a própria metodologia envolvida em seu desenvolvimento. 

O conceito de um método numericamente estável diz que os erros de qualquer origem 

(truncamento, arredondamento e outros) não são permitidos crescer na sequência de 

procedimentos numéricos realizados, à medida que se avança de um passo no tempo para o 

próximo (Pletcher et al., 2012). Dessa forma, para garantir a estabilidade numérica, será 

utilizada a análise de estabilidade numérica clássica baseada em Lomax, Pulliam e Zingg 

(2001). 

Seja o problema de valor inicial homogêneo e autônomo dado por: 

 

 ( )
du

f u
dt
=                                                                                                                    (2.3) 

 

 Onde a sua solução regime permanente é dada por su e ( )du t  é uma pequena perturbação 

em torno dessa solução. Assim: 
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( ) ( )d su t u t u= -                                                                                                                 (2.4) 

 

Expandindo a função( )f u  em série de Taylor centrada na sua solução de regime 

permanente su , tem-se: 

2( ) ( ) ( ) ( )

s

s s s

u u

f
f u f u u u O u u

u =

µ
= + - + -

µ
                                                                          (2.5)                                                      

 

Substituindo a equação (2.4) em (2.5), chega-se em: 

 

2( ) ( )d df u u O ul +                                                                                                                      (2.6) 

 

Onde ( )
su u

f ul
=

= µ µ é um autovalor associado ao problema e( ) 0sf u = , pois sua variação no 

tempo é zero. A partir das Equações (2.5) e (2.6) é possível se obter a versão linearizada do 

problema dada por: 

 

    d
d

du
u

dt
l=                                                                                                                                        (2.7) 

 

Sua solução é dada por: 

 

    ( ) (0)exp( )d du t u tl                                                                                                                     (2.8) 

 

     Dessa forma, para um valor de ( )du t  suficientemente pequeno e 0l< , o problema 

linearizado é fisicamente estável. Pois, à medida que t¤, a amplitude de sua perturbação 

decai com  0du   e o problema converge para sua solução de regime permanente ( ) su t u= . 

Enquanto a sua região de estabilidade numérica é obtida quando: 

  

1G <                                                                                                                                 (2.9) 
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Utilizando a definição de ganho na Eq. (2.2), tem-se: 

 

1

exp( ) 1
n

n

u
G t

u
l

+

= = D <                                                                                                  (2.10) 

 

Logo, sua região de estabilidade linear numérica é obtida quando a Equação (2.10) for 

satisfeita. Essa condição é satisfeita para uma faixa de valores de tlDdependendo do método 

numérico aplicado. O valor de tlD  também pode ser referenciado como número de Courant, 

Friedrichs and Lewy (CFL) (Courant et al., 1928). 

A Figura 1 mostra a estabilidade linear dos métodos Euler Explicito (EE), Euler Implícito 

(EI) e Adams-Bashforth de segunda ordem (AB2). Os métodos são numericamente estáveis 

para valores ganho absoluto abaixo da linha pontilhada. Além disso, como visto acima, o 

problema é fisicamente estável para 0l< . É possível verificar essas informações de forma 

resumida na tabela 1. 

 

Estabilidade Numérica Estabilidade Física 

1G Numericamente Estável<   0 Fisicamente Estávell<   

1G Numericamente Instável>   0 Fisicamente Instávell>   

 

Tabela 1: Estabilidade Física e Numérica. 

 

No intuito de verificar sua estabilidade numérica, suas respectivas equações de ganho são 

calculadas e dadas por: 

 

2

1 ( )

1
( )

1

3 1(1 ) 0 ( 2)
2 2

G t EE

G EI
t

G G t t AB

l

l

l l

= + D

=
- D

- + D + D =

                                                                    (2.11) 
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Figura 1 - Valor absoluto do ganho por tlD  

 

Assim, resolvendo as Equações (2.11) do ganho para tlD , obtém-se as seguintes restrições 

para os métodos: 

 

 -2 < t < 0 (EE)

2 0 (EI)

-1 < t < 0 (AB2)

t e t

l

l l

l

D

D > D <

D

                                                                                               (2.12) 

 

Para números de CFL que satisfaçam essas condições, os métodos numéricos EE, EI e AB2 

são estáveis. Assim, EE e AB2 são métodos condicionalmente estáveis, enquanto IE é 

incondicionalmente estável ou A- estável (Dahlquist, 1963). Isso, pois, para qualquer valor de  

0tlD <, tem-se 1G < . Sua estabilidade, na verdade, é mais forte, pois 0G   quando 

tlD ¤, caracterizando um método L-estável também.  

 

2.2 GANHO MÍNIMO COM ESQUEMAS MULTI -PASSO. 

 

Agora que todos os conceitos básicos de estabilidade numérica clássica foram 

introduzidos, será estabelecida a metodologia do ganho mínimo para métodos multi-passo. 

Ela propõe superar a principais dificuldades encontradas dos métodos de Newton e SFD, não 

precisando de um bom chute inicial e não tendo restrições quanto aos tipos de instabilidade 

presentes. O MGM consiste em reduzir o ganho, permitindo com que as perturbações decaiam 
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no tempo. Essa metodologia não só garante a convergência para soluções de regime 

permanente na região fisicamente instável, bem como reduz o número de iterações para tal.  

A Figura 2 mostra, a esquerda, o valor absoluto do ganho, como já visto na análise de 

estabilidade anteriormente. A direita foi plotado o número total de iterações ao resolver o 

problema linear dado por (2.7) com os métodos AB2, IE e EE. Foi utilizada uma tolerância de 

16( ) 10du t -=  para convergência e a condição inicial (0) 0du = . A linha pontilhada é 

estabelecida em 5000N= , pois todos os métodos divergem a partir desse limite.  

 

 

Figura 2: Valor do ganho absoluto e o número total de iterações para convergência nos 

esquemas EE, IE e AB2 

TEIXEIRA & ALVES (2017) 

 

Os resultados obtidos estão de acordo com a análise de estabilidade linear numérica, pois 

todos os métodos convergem dentro de suas restrições de estabilidade dadas por (2.12). Além 

disso, como esperado, à medida que se reduz o ganho, o número de iterações para 

convergência é reduzido.  

Outro ponto a ser observado é a estabilidade do EI na região fisicamente instável do 

problema, onde 0l> . Quando tD  é escolhido suficientemente grande para que 2tlD >  , o 

método converge, mesmo para um problema fisicamente instável. Por esse motivo, o EI é o 

método escolhido pela literatura para gerar regime permanente, tal como em Pulliam & Steger 

(1980), COLLIS & SCOTTLELE (1999) e Teixeira & Alves (2012). Ainda assim, esse 

método diverge para problemas não lineares fracamente instáveis. Esses métodos requerem 

um passo grande no tempo para que sejam linearmente estáveis, pois 2t lD > .  Enquanto a 

não linearidade presente nos problemas limita o valor de tD . Assim, em muitos casos, tD  não 

consegue ser grande o suficiente para que a parcela tlD  fique na região de estabilidade linear 

do EI. 
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 Uma solução é proposta por Teixeira & Alves (2017), considerando uma família de 

métodos multi-passo generalizados com alguns graus de liberdade no intuito de reduzir sua 

região de instabilidade. É introduzido um conjunto de métodos multi-passo implícitos dados 

por: 

 

1 1
1 11 0 1

1 0 1

n n n
n n na u a u a u

b f b f b f
t

+ -
+ -+ -

+ -

+ +
= + +

D
                                                             (2.13) 

                           

Onde é utilizada a notação ( )n nf f u= .  

A consistência do esquema acima é vista em Teixeira & Alves (2017).  De acordo com o 

teorema da equivalência de Lax, para garantir convergência, os métodos também devem ser 

numericamente estáveis em um contexto linear. Assim, utilizando a mesma análise de 

estabilidade desenvolvida anteriormente, chega-se a equação do ganho: 

 

2
1 1 0 0 1 1( ) ( ) ( ) 0a tb G a tb G a tbl l l+ + - -- D + - D + - D =                                                          (2.14) 

 

Onde EE é obtido com 1 0,b+ =  0 1b =  e 1 0b- = , AB2 com 1 0,b+ =  0 3 2b =  e 1 1 2b- =- , e EI 

com 1 1,b+ = 0 0b =  e 1 0b- = , além disso, para os três métodos 1 1,a+ =  0 1a =- e 1 0a- =   . Caso 

fossem adicionados mais passos ao esquema em (2.13), a equação do ganho dada por (2.14) 

se tornaria um polinômio de maior ordem em G. Assim, o número de soluções da Eq (2.14) 

para G também aumentaria, com todas tendo que satisfazer o critério  1G < para uma região 

em tlD . Como consequência, torna-se difícil encontrar métodos com mais passos com amplas 

regiões de estabilidade. Há uma confirmação indireta dessa dificuldade no fato de que não há 

métodos multi-passo incondicionalmente estáveis com ordem acima de dois (Dahlquist, 

1963).  

Visto que os métodos de diferenças finitas atrasadas conhecido como BDFs de primeira 

(IE) e segunda ordem (BDF2) são os melhores métodos multi-passo L-estáveis, assume-se 

1 0b- = . O método resultante pode ser reescrito como uma família de métodos envolvendo 

dois parâmetros, dado por: 

 

1 1 1
1

1 1 2 2(1 ) (1 )
2

n n n n
n nu u u u

f f
t t

q q q q
+ + -

+- -
+ - = + -

D D
                                                          (2.15) 
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Assim, fica evidente a média ponderada entre o termo dissipativo e não dissipativo no 

esquema acima.  

Na Figura 3 (direita) é resolvido o mesmo problema linear da Figura 2 utilizando o 

método em (2.15).  A estabilidade numérica linear de (2.15) é visualizada na Figura 3 

(esquerda) para 1 1,q=  pois obtém-se o método amplamente conhecido de Crank-Nicolson 

generalizado. Eles são utilizados amplamente na literatura com 2 1q=  ou 2 1/ 2q= , o quais são 

os métodos EI e Crank-Nicolson de segunda ordem (CN2). Esse método (CN2) é A-estável 

para 0,tlD < porém instável para o oposto, com 1G   quando tD ¤.  

 

 

Figura 3 - Os mesmos gráficos da Figura 2 porém aplicado a Eq. (2.15) com 1 1q=   e 

2 1/ 2, 1, 3 / 2 3eq=   

TEIXEIRA & ALVES (2017) 

 

No intuito de convergir para soluções de regime permanente instáveis ( 0l> ), o método 

desenvolvido apresenta um comportamento interessante quando 2 1q > . Sua faixa de 

instabilidade é dada por  20 2 (2 1)tl q< D < -, para 0l> . Portanto, à medida que se aumenta o 

valor de 2q  a partir de 1 2, reduz-se a faixa de instabilidade. A Figura 3 mostra que se reduz 

na metade quando 2 3 2q=  e quatro vezes quando 2 3q= . Embora continue a região instável 

continue decrescendo com o aumento de 2q , 2 2( 1)G q q - quando tD ¤. Além disso, o 

ganho assintótico vai para 1G  , quando  2q¤. Dessa forma, à medida que se reduz 

2,q observa-se que a formulação utilizada pra MGM multi-passo implementado em (2.15) 

deixa de ser L-estável com 0l> . Isso provoca um retardo na convergência quando é 

utilizado um tD  grande. Além disso, não é possível estabilizar o ganho absoluto em seu valor 

mínimo 0G  . Assim, não é obtido o menor número de iterações para convergência, 
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gerando um custo computacional global maior. O presente trabalho apresenta uma solução 

para o problema acima utilizando métodos multi-estágio. 

 

2.3 GANHO MÍNIMO COM ESQUEMAS MULTI -ESTÁGIO 

 

Neste subitem será explicitada a metodologia numérica utilizada para implementar as 

ideias de ganho mínimo (MGM), apresentadas no subitem anterior, aos métodos multi-

estágio. Como mencionado na introdução, serão utilizados uma família de métodos multi-

estágio chamada Runge Kutta diagonalmente implícito. Todas as vantagens já mencionadas 

relacionadas ao MGM são aplicáveis ao DIRK. Além disso, o presente trabalho apresenta uma 

alternativa para o problema encontrado acima com os métodos MGM multi-passo. Essa 

alternativa também propõe uma redução do custo computacional para convergência de 

soluções de regime permanente em problemas fisicamente instáveis. Assim, o MGM multi-

estágio representa uma alternativa não só para os métodos de Newton e o SFD amplamente 

utilizados, mas também para o MGM multi-passo. 

A família de métodos DIRK foi selecionada pois permite a construção de métodos os 

quais possuem uma estabilidade não só L, mas também fortemente S. Assim, há regiões 

estáveis numericamente onde o problema é fisicamente instável. Como as ideias de ganho 

mínimo já foram introduzidas no subitem anterior (2.2), a metodologia irá ser introduzida a 

partir do desenvolvimento do método multi-estágio DIRK MGM. 

Foi observado no subitem (2.2) anterior que apesar do EI ser amplamente utilizado na 

literatura, para problemas fracamente instáveis não lineares o método diverge. É proposta uma 

solução com uma família de métodos multi-passo dados por (2.15). Porém, como visto em 

2.2, quando é utilizada uma formulação generalizada multi-passo MGM somente com alguns 

graus de liberdade e os mesmos são variados, o método perde sua estabilidade  

L. A seguir será apresentado uma outra modificação da região de instabilidade do EI 

acrescentando estágios. 

 

2.3.1 DIRK 2 Estágios 

 

Considerando o mesmo problema proposto anteriormente para análise de estabilidade 

linear numérica, tem-se: 

 

( )
du

f u
dt
=                                                                                                                         (2.3) 
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 A forma geral dos métodos Runge Kutta é dada por: 

 

1

1

1

( , )

( , )

s
i n j

ij j

j

s
n n i

i i

i

n

i i

u u t a f t u

u u t b f t u

t t c t

=

+

=

= +D

= +D

= + D

ä

ä                                                                                              (2.16) 

                                               

Onde s é o número de estágios do método e iu  é um estágio arbitrário i . De acordo com 

Butcher (2003), é possível visualizar os métodos Runge Kutta através do Tableau de Butcher 

dado por: 

 

                                                                                                                (2.17) 

 

Sendo 

11 1

1

j

i ij

a a

A

a a

å õ
æ ö
=æ ö
æ ö
ç ÷

, 1( , , )T

sb b b=  e 

1

s

c

c

c

å õ
æ ö
=æ ö
æ ö
ç ÷

 .  

Para se obter a forma geral dos métodos DIRK, tem- se que 0,ija =  para j i>  . Assim, 

um método DIRK de 2 estágios (DIRK2) pode ser definido por: 

 

                                                                                                  (2.18) 

 

Assim, tem-se: 
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1 1 1 2 2

1 2

1 1 1 1

11 1

2 1 1 2 2 2

21 22 2

[ ( , ) ( , )]

( , ),

[ ( , ) ( , )],

n n

n n

n n

u u t b f u t b f u t

u u ta f u t t t c t

u u t a f u t a f u t t t c t

+= +D +

= +D = + D

= +D + = + D

                                               (2.19) 

 

Para 2 2 11 21 22 11, 0, 0, 0, 0, 1b b a a a c= = = = = = e 2 0c =  chega-se ao EI e para 

1 1 2,b = 2 11 21 22 11 2, 0, 1 2, 1 2, 0b a a a c= = = = = e 2 1c =  tem-se CN2. Mostrando que os 

principais métodos utilizados na literatura fazem parte de uma família maior de métodos 

implícitos. Outros métodos implícitos podem ser derivados a partir das equações acima, 

inclusive com regiões numericamente estáveis quando 0l> . Porém, busca-se um conjunto 

métodos, com uma ampla faixa numericamente estável, que permitam reduzir a faixa 

numericamente instável encontrada no EI e reduzir seu ganho. Dessa forma, o método DIRK2 

((Equação (2.18)) foi reescrito implementando-se parâmetros. Esse conjunto de métodos 

parametrizados foi definido de forma a ser fortemente S-estável (Alexander, 1977). Seja este: 

 

                                                                                                             (2.20) 

 

Onde g é um número positivo real. O conjunto de métodos acima satisfaz somente a equação 

de primeira ordem dada por: 

 

1

1
s

i

i

b
=

=ä                                                                                                                           (2.21) 

 

Caso se deseje atingir segunda ordem é necessário também satisfazer a equação: 

 

1

1

2

s

i i

i

bc
=

=ä
                                                                                                                      (2.22) 
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Para isso, é necessário que1 2 2g= ° . Porém, como busca-se um método para atingir 

soluções de regime permanente, outros fatores são mais importantes que a ordem. O fator 

mais importante a ser considerado é a estabilidade numérica, assim, a mesma análise de 

estabilidade linear numérica vista anteriormente foi aplicada ao método DIRK desenvolvido 

(Eq. (2.20)). Obtém-se a equação do ganho dada por:  

 

2

2 1

( 1)

t t
G

t

gl l

gl

- D + D +
=

D -
                                                                                                   (2.23) 

 

Observa-se que quando tlD ¤, o ganho absoluto 0G   e quando  ,tlD -¤ o ganho 

absoluto 0G  . Assim, conforme esperado, método DIRK2 parametrizado apresenta uma 

estabilidade L, visto que foi definido de forma a ser fortemente S estável. Na Figura 4 

(esquerda) foi plotado o ganho para diversos valores de g. Enquanto na Figura 4 (direita) foi 

resolvido o problema linear em (2.7) nas mesmas condições que na Figura 2 e na Figura 3, 

isto é, 16( ) 10du t -=  para convergência e a condição inicial (0) 0du = . Observa-se que 

escolhendo um tD  suficientemente grande, é possível estabilizar o ganho em seu valor 

mínimo  0G   e acelerar sua convergência. 

 

  

Figura 4: Valor do ganho absoluto e o número total de interações para convergência com 

DIRK2. 

 

As Figuras acima mostram que há uma região numericamente instável para um faixa de 

tlD . Com o aumento de g, essa região é reduzida (ver Figura 4). Isso permite garantir a 



29 

 

convergência para problemas fracamente fisicamente instáveis, ao resolver o problema 

apresentado anteriormente pelo IE. Além disso, à medida que se aumenta g, obtém-se a 

redução do ganho 0G   para menores valores de tlD . Dessa forma, são necessários 

valores de ,tD significativamente, menores para garantir seu ganho mínimo 0G  . Essa 

característica torna o DIRK2, em suas condições de g ótimas, um método que garante a 

convergência no menor número de iterações para uma ampla faixa de  tlD . 

Os métodos MGM multi-passo conseguiram obter um resultado semelhante na redução da 

região de instabilidade numérica. Porém, isso ocasionou na perda da estabilidade-L e, por 

consequência, da estabilização do 0G   para tlD ¤. Foi observado uma alternativa 

acima que supera essas dificuldades, garantindo a redução do ganho para seu valor mínimo e, 

assim, acelerando a convergência para o regime permanente. 

 

2.3.2 DIRK 3 Estágios 

 

Agora, será estendida a metodologia utilizada no item anterior para métodos DIRK de 

3 estágios (DIRK3). Foi definida uma formulação de métodos DIRK3 também garantindo que 

o método seja fortemente S estável, dado por: 

 

                                                                                            (2.24) 

1 1

1

3

1

b b

b

a
b
a

-
=
+ -

                                                                                                           (2.25) 

2 1 1b ba=- - +                                                                                                         (2.26) 

2

1 1
2

1

4

1

b b
c

b

a a a

a

- + -
=

+ -
                                                                                            (2.27) 
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Sendo ae 1b  livres satisfazendo somente ordem um. A partir da análise de 

estabilidade numérica vista anteriormente, chega-se a equação do ganho dada por: 

 

1

3

((3 1) ( 2 3) 1) 1)

( 1)

t b t t t
G

t

l a l a al l

al

D - D + - D + D + - -
=

D -
                                           (2.28) 

 

Observa-se que quando tlD ¤, o ganho absoluto 0G   e quando  ,tlD -¤ o 

ganho absoluto 0G  . Assim, como DIRK2, o método parametrizado DIRK3 apresenta 

também uma estabilidade L. O método definido acima apresenta as mesmas características 

que o DIRK2 em termos de tipo de estabilidade, como mostra a Figura 5. A esquerda foi 

plotado o valor do seu ganho absoluto e a direita foi resolvido o problema linear dado por 

(2.7) nas mesma condições da Figura 4, ambos os gráficos plotados para diferentes valores de 

1b  e a.  A medida que os valores dos parâmetros são variados obtém-se o ganho estabilizado 

em seu valor mínimo 0G   para menores valores de tlD . Dessa forma, todas as vantagens 

mencionadas anteriormente para o DIRK2, também são garantidas ao DIRK3. 

 

  

Figura 5 ï O mesmo que na Figura 3, mas aplicado ao DIRK3. 

 

 Além disso, quando se adiciona mais um estágio, observa-se que há uma queda mais 

acentuada nas curvas do ganho com o crescimento de tlD  (Ver Figura 6 ï Comparação entre 

o DIRK2 e DIRK3). Isso deve-se ao fato de possuir dois parâmetros livres, sendo possível 

manipula-los de forma que a curva do ganho absoluto tenha o comportamento desejado. 
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Dessa forma, o DIRK3 proporciona uma convergência com um menor ganho para o mesmo 

número de CFL. 

  Ainda assim, não serão desenvolvidos métodos com mais estágios, pois a equação do 

ganho torna-se mais complexa, dificultando a manipulação de seu comportamento. Além 

disso, para cada estágio são feitas sub-iterações para convergência do mesmo. Isso acarreta 

em um aumento do custo computacional por iteração para cada estágio acrescentado. Assim, o 

número total de iterações a ser reduzido com um quarto estágio não compensaria o custo por 

iteração adicionado.  

Com intuito de compararmos o DIRK2 e DIRK3, foi plotado na Figura 6 (direita) o 

número total de iterações, somando-se também as sub-iterações por estágio. Dessa forma, o 

custo computacional por iteração torna-se similar, permitindo tal comparação. Observa-se que 

o DIRK3 converge em um número menor de iterações totais para um mesmo número CFL, 

reduzindo o custo computacional comparado ao DIRK2. 

  

Figura 6 ï Comparação entre o DIRK2 e DIRK3 com equação do modulo do ganho 

(esquerda) e o número total de iterações para convergência (direita)
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3 ANÁLISE E DISCUSSÃO DOS RESULTADOS 

 

Neste item será resolvido um caso teste utilizando os métodos desenvolvidos na 

metodologia. Para isso, primeiramente será feita uma análise de estabilidade linear física no 

intuito de identificar as frequências e mecanismos de instabilidade presentes. Após identificar 

quais instabilidades estão presentes, será gerada uma solução numérica com o DIRK MGM, 

testando sua habilidade de amortecer as perturbações em diferentes frequências instáveis. 

 

3.1 EQUAÇÃO DE LORENZ. 

 

O primeiro caso teste do Runge Kutta diagonalmente implícito utilizando o MGM multi-

estágio será um sistema de equações diferenciais ordinárias (EDOs) para certificar o 

funcionamento do método. As equações de Lorenz representam um ótimo exemplo de um 

problema não linear para testar essa nova metodologia. Esse problema foi primeiramente 

formulado em 1963 pelo matemático e meteorologista Edward N. Lorenz, como um modelo 

para convecção atmosférica. O modelo de Lorenz é definido por um sistema tridimensional de 

EDOs que depende de três parâmetros positivos e reais. A medida que os parâmetros são 

variados, muda-se o comportamento do escoamento determinado pelas equações. Para alguns 

valores, as soluções numéricas oscilam, aparentemente sem fim, em uma forma pseudo-

randômica a qual é conhecida hoje como caótica (Sparrow, 1982). Além disso, essas soluções 

oscilam em torno do que ® conhecido como ñatrator estranhoò (Hirsch et al., 2004).  

As equações Lorenz são definidas por: 

 

( ( ) ( ))
dx

y t x t
dt
s= -                                                                                                         (3.1) 

( )( ( )) ( )
dy

x t z t y t
dt

r= - -                                                                                                   (3.2) 

dz
xy z

dt
b= -                                                                                                                     (3.3) 

 

Onde x , y  e zsão as variáveis independentes, s é o número de Prandtl, ré o número 

de Rayleigh e b é um parâmetro relacionado ao tamanho físico do sistema. 
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 As equações de Lorenz ficaram conhecidas entre os cientistas por ser um sistema de 

equações determinístico, com um número finito de graus de liberdade, e apresentar o 

comportamento caótico. Esse comportamento é representado pela Figura 7, possuindo 

algumas características abaixo: 

a. A trajetória de sua solução é não periódica e não convergente. 

b. A solução parece não mostrar um fenômeno transiente. Porém, à medida que se evolui 

no tempo, a trajetória não converge para um comportamento estacionário e nem 

periódico. 

c. Para diferentes valores de condições iniciais e métodos explícitos de diferentes ordens, 

será produzido uma solução de forma geral similar. 

d. Os detalhes da solução irão depender crucialmente dos fatores mencionados no item C. 

Em outras palavras, apresenta uma alta sensibilidade aos métodos e condições iniciais 

aplicados. Dessa forma, tornando-se impossível de prever os detalhes de sua trajetória, 

exceto para um período curto de tempo. (Sparrow, 1982) 

 

 

Figura 7 - Solução numérica das equações de Lorenz projetada no plano x, z                                                   

( 10, 8 / 3 28es b r= = =) 

Sparrow (1982) 

 

Visto o comportamento caótico das equações de Lorenz acima, será feita uma análise de 

estabilidade física das equações para identificar os tipos de instabilidades obtidos. Assim, será 

possível saber para quais tipos de instabilidade serão testados os métodos de Runge Kutta 

diagonalmente implícitos utilizando o MGM. 
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3.1.1 Análise de Estabilidade Física Linear 

 

Nesse subitem será realizada a análise de estabilidade linear física das equações de Lorenz 

(Eq.(3.1), (3.2) e (3.3)). Será utilizado o conceito de estabilidade segundo S. Chandrasekhar 

(1981), o qual considera a habilidade do sistema em questão de restaurar seu estado de 

equilíbrio quando submetido a uma perturbação. Por questões de organização, a análise será 

realizada em passos os quais estão descritos abaixo. 

¶ Linearização do Sistema 

¶ Modelagem da Perturbação 

¶ Calculo dos Autovalores 

 

1)  Linearização do Sistema. 

Sejam bx , by e bz  estados base do sistema. Como descrito na introdução, as soluções de 

regime permanente são utilizadas como estados base do problema, visto que a linearização da 

função será centrada nesses estados. 

Além disso, considere px  , py  , pz  as perturbações em relação ao regime permanente. 

Logo:   

 

( ) b px t x xe= +                                                                                                                   (3.4) 

( ) b py t y ye= +                                                                                                                   (3.5) 

( ) b pz t z ze= +                                                                                                                   (3.6) 

 

Onde e é a ordem da perturbação. Substituindo as equações (3.4), (3.5) e (3.6) em (3.1), 

(3.2) e (3.3), obtém-se: 

                                                                                                                               

p

b b p p

dx
x y x y

dt
e s s es es=- + - +                                                                                       (3.7) 
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2p

b b b b b p p p b p p p

dy
y x z x z x x y x z x z

dt
e r e er e e e=- - + - + - - -                                          (3.8) 

                                                                                                                    

2p

b b b b p b p p p p

dz
x y z y x x y x y z

dt
e b e e e be= - + + + -                                                            (3.9)               

                                                                                                                                                                                                                                                                   

Eliminando todos os termos de ordem maior que zero para e, obtém-se as equações do 

sistema estático ou de regime permanente dadas por: 

 

0 b bx ys s=- +                                                                                                                (3.10) 

0 b b b b by x z x xr=- - + +                                                                                                (3.11) 

0 b b bx y zb= -                                                                                                                 (3.12)                

  

Resolvendo para bx , by e bz , chega-se as soluções de regime permanente. Uma solução é 

trivial e duas não são triviais, dadas, respectivamente, por:    

                             

0 , 0, 0b b bx y z                                                                                                (3.13) 

1 , 1 , 1b b bx y zb r b r r- - + - - + - +                                              (3.14) 

1 , 1 , 1b b bx y zb r b r r - +  - + - +                                              (3.15) 

 

Com as soluções de regime permanente definidas, serão eliminados todos os termos de 

ordem diferente de um em e. Obtendo-se, assim, a versão linearizada das equações: 

 

p

p p

dx
x y

dt
s s=- +                                                                                                          (3.16) 
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p

b p p p b p

dy
z x x y x z

dt
r=- + - -                                                                                       (3.17) 

p

b p b p p

dz
y x x y z

dt
b= + -                                                                                                  (3.18) 

 

 

 

 

2)  Modelagem da perturbação. 

Para modelagem será assumido que a perturbação possui comportamento de onda, 

adotando-se, assim, a hipótese de modos normais. Isto deve-se ao fato do problema ser 

homogêneo no tempo, visto que a solução base adotada é de regime permanente, não variando 

no tempo. Assim, possibilitando escrever a perturbação em series de Fourier. Além disso, 

sabe-se que as equações de Lorenz são um exemplo de um problema acoplado, permitindo-se 

utilizar um termo somente da série de Fourier. Seguem abaixo as perturbações: 

 

nit

p nx e x
w-

=                                                                                                                     (3.19) 

nit

p ny e y
w-

=                                                                                                                     (3.20) 

nit

p nz e z
w-

=                                                                                                                      (3.21) 

 

Onde nx , ny , nz  são as autofunções. A frequência associada a perturbação é dada por  nw  e 

pode ser decomposta em sua parte real e imaginária: 

 

R I

n n niw w w= +                                                                                                                (3.22) 

 

Também é comumente representada como um vetor definido por: 

 

 { , }R I

n nw w                                                                                                                       (3.23) 
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As duas componentes acima ditarão o comportamento temporal da perturbação. Para 

visualização como cada parte irá influenciar, reescreve-se a perturbação decompondo as 

frequências.  

 

R I
n n ni t i t t

Fase Amplitude

e e e
w w w- -
=                                                                                                          (3.24) 

 

Onde a parte real é responsável pela fase da perturbação, enquanto a parte imaginaria pela 

amplitude da perturbação, representando sua taxa de crescimento. Assim, pode-se definir o 

comportamento temporal abaixo.  

Para fase tem-se que: 

0

0

R

n

R

n

Estacionária

Oscilatória

w

w

= 

> 
 

Para sua amplitude, tem-se que: 

0

0

0

I

n

I

n

I

n

Neutra

Estável

Instável

w

w

w

= 

< 

> 

 

 No próximo passo, serão utilizadas as definições e conceitos da perturbação apresentados 

acima para montar o problema de autovalor e realizar sua análise após resolve-lo. 

  

3)  Problema de Autovalor 

Com as perturbações definidas, substituímos as equações (3.19), (3.20) e (3.21) em (3.16), 

(3.17) e (3.18). Assim, chega-se ao seguinte problema de autovalor: 

 

0 0 0

1 0 0

0 0

n n

b b n n n

b b n n

x i x

z x y i y

y x z i z

s s

r w

b

-å õå õ å õå õ
æ öæ ö æ öæ ö
- - - =æ öæ ö æ öæ ö

æ öæ ö æ öæ ö-ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷

                                                              (3.25) 

 

A partir do problema acima obtém-se os possíveis autovalores nw  associados ao problema 

para cada solução de regime permanente. Uma vez definidos os valores de nw , pode-se 

verificar quais tipos de instabilidade o problema está sujeito. Porém, como visto acima, o 
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problema de autovalor depende dos parâmetros ,r s  e b. Portanto, serão utilizados valores 

amplamente discutidos na literatura os quais as equações de Lorenz apresentam um 

comportamento instável e caótico (Sparrow, 1982). 

Para o primeiro caso, iremos utilizar 

 

10, 8 / 3, 28s b r= = =                                                                                              (3.26) 

 

Substituindo os valores dos parâmetros acima em (3.13), (3.14) e (3.15), obtém-se as 

seguintes soluções de regime permanente: 

 

 0, 0, 0b b bx y z                                                                                          (3.27) 

6 2, 6 2, 27b b bx y z- -                                                                              (3.28) 

6 2, 6 2, 27b b bx y z                                                                                (3.29) 

 

Com esses valores definidos, chega-se aos autovalores associados a cada solução de 

regime permanente acima. Seguem abaixo, dados na forma { , }R I

n nw w : 

 

1 {{0,11.8277},{0, 22.8277},{0, 2.6667}}solw = - -                                                          (3.30) 

2 {{0, 13.8546},{ 10.1945,0.0940},{10.1945,0.0940}}solw = - -                                      (3.31) 

3 {{0, 13.8546},{ 10.1945,0.0940},{10.1945,0.0940}}solw = - -                                      (3.32) 

 

Plotando os pontos acima em um gráfico cujos os eixos são: imaginários (vertical) e real 

(horizontal). Tem-se: 
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Figura 8 ï Autovalores obtidos com o caso 10, 8 / 3, 28s b r= = = 

 

As equações de Lorenz apresentam frequências instáveis nas três soluções de regime 

permanente. O autovalor mais instável acima é o que apresenta a maior taxa de crescimento, 

por isso, é o foco da análise. Visto que essa taxa de crescimento da amplitude da perturbação 

é representada pela parte imaginaria do autovalor, tem-se que o autovalor mais instável é 

referente a primeira solução de regime permanente. Ele é dado por {0,11.8277}, possuindo 

uma taxa de crescimento extremamente elevada comparado aos autovalores das outras 

soluções. Dessa forma, a primeira solução de regime permanente e trivial é de extrema 

dificuldade de convergência, pois o problema tende a oscilar nas duas outras soluções menos 

instáveis. Além disso, como sua parte real é zero, trata-se de uma perturbação estacionária a 

qual os métodos SFD parecem ser incapazes de filtrar. 

Como visto acima, a solução de regime permanente trivial é extremamente instável e 

possui perturbações estacionarias. Assim, o método DIRK desenvolvido anteriormente será 

testado, verificando a sua capacidade de convergência para tal solução. Em contraste, outro 

método amplamente utilizado na literatura também será testado, o Crank-Nicholson.  

Antes de realizarmos os testes solucionando o problema numericamente, será apresentado 

mais um caso para análise de estabilidade física das equações de Lorenz. Porém, serão 

selecionados parâmetros diferentes e, assim, gerando outros autovalores. Sejam estes: 

 

10, 8 / 3, 40s b r= = =                                                                                               (3.33)   
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Substituindo os valores acima nas soluções de regime permanente obtidas nas Equações 

(3.13), (3.14) e (3.15), chega-se as soluções abaixo: 

 

0, 0, 0b b bx y z                                                                                         (3.34) 

2 26, 2 26, 39b b bx y z- -                                                                         (3.35) 

2 26, 2 26, 39b b bx y z                                                                           (3.36) 

 

Também substituindo os valores da Equação (3.33) no problema de autovalor da equação 

(3.25), obtém-se os seguintes autovalores: 

  

1 {{0,15.0000},{0, 26.0000},{0, 2.6667}}solw = - -                                                          (3.37) 

2 {{0, 14.4219},{ 12.0034,0.3776},{10.1945,0.3776}}solw = - -                                      (3.38) 

3 {{0, 14.4219},{ 12.0034,0.3776},{10.1945,0.3776}}solw = - -                                      (3.39) 

 

 

Figura 9 ï Autovalores para 10, 8 / 3, 40s b r= = =  

 

Observa-se que as três soluções também são instáveis para os valores dos parâmetros 

inseridos nas equações de Lorenz. Os autovalores são similares aos encontrados 

anteriormente, porém com as suas partes imaginárias aumentadas. No caso do autovalor da 

solução trivial, espera-se uma maior dificuldade de convergência que no caso anterior, pois 

essa taxa de crescimento irá afastar de forma mais acentuada a solução para as outras soluções 
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não triviais de regime permanente. No caso dos autovalores das Equações (3.38) e (3.39), 

espera-se ser visível uma taxa de crescimento mais elevada e, assim, alternando mais vezes 

entre as soluções não triviais. Esse resultado era esperado, pois a medida que se aumenta o 

valor de r, seu comportamento caótico é acentuado, assim, tornando mais difícil a 

convergência para o regime permanente (Sparrow, 1982). 

 

3.1.2 Solução Numérica ï Ganho Mínimo com Esquemas Multi -Estagio 

 

Com a análise de estabilidade física realizada, as equações de Lorenz serão resolvidas 

numericamente para os diferentes tipos de instabilidade encontradas acima. Como explicitado 

anteriormente, este será o primeiro caso teste do DIRK MGM, assim, será possível verificar a 

capacidade de convergência do método para suas soluções de regime permanente, 

considerando as instabilidades presentes.  

O problema foi resolvido primeiramente utilizando CN2 em um domínio temporal de 

0 30,t< <   a partir de (0) 1/10, (0) 1/10 (0) 1/10x y e z= = = , rendendo uma solução 

( ( ), ( ) ( )x t y t e z t ) representada pelas linhas mais finas nas figuras abaixo. Então, o MGM foi 

ligado em diferentes tempos, sendo representado pelas linhas grossas. Foram testados o DIRK 

de 2 e 3 estágios desenvolvidos na metodologia, dados pelas Equações (2.20) e (2.24) . 

Ambos os métodos foram rodados em suas condições ótimas, com 545a=  e 1 362b =  para 

três estágios e 300g=  para dois estágios (Ver Figura 14). Além disso, foram utilizadas as 

seguintes tolerâncias: 

 

1 2 1 8
( ) / ( ) 10

n n
x x x x
+ -
- - =    

1 2 1 8
( ) / ( ) 10

n n
y y y y
+ -
- - =                                                                                             (3.40) 

1 2 1 8
( ) / ( ) 10

n n
z z z z
+ -
- - =   

 

Primeiramente, foi resolvido o caso apresentado na análise de estabilidade linear física 

acima, onde 10s= , 8 / 3b=  e 28r= . Neste caso utilizou-se o DIRK MGM de tres estágios 
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e 1tD =. Solucionando para primeira solução de regime permanente trivial dada pela Equação 

(3.27) abaixo, obtém-se o resultado explicitado na Figura 10. 

 

0, 0, 0b b bx y z                                                                                               (3.27)                                                                  

         

Figura 10 ï Solução trivial Lorenz ( 10s= , 8 / 3b=  e 28r= ) ao ligar o DIRK3 (amarelo). 

 

Observa-se que o resultado está de acordo com o previsto na análise estabilidade linear 

física. Como a solução trivial em questão está associada a uma taxa de crescimento muito 

elevada comparada as outras duas soluções não triviais, há uma oscilação muito maior em 

torno das não triviais. Pois, à medida que há uma aproximação da solução trivial, a grande 

taxa de crescimento força rapidamente o afastamento, tendendo para uma das outras soluções. 

Além disso, percebe-se a presença de uma taxa de crescimento e um comportamento 

oscilatório das perturbações referentes as soluções não triviais, também como previsto na 

análise no subitem anterior. 

Também é visível que o CN2 não consegue convergir para nenhuma das três soluções de 

regime permanente. Assim, não sendo capaz de amortecer as instabilidades oscilatórias e 

estáticas presentes nas equações de Lorenz. Porém, quando o DIRK MGM é ligado, há um 

amortecimento das perturbações de natureza estática referentes a solução trivial. Dessa forma, 

o método consegue forçar a amplitude da perturbação decair, convergindo para o regime 
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permanente. Isso mostra que o método foi extremamente eficiente no amortecimento de 

perturbações estacionárias, produzindo, assim, soluções acuradas de regime permanente. 

O problema de Lorenz foi solucionado também para as soluções não triviais, sendo elas:  

6 2, 6 2, 27b b bx y z- -                                                                                   (3.28) 

6 2, 6 2, 27b b bx y z                                                                                    (3.29) 

 

Obtendo-se os resultados explícitos na Figura 11. 

 

 

Figura 11 ï Soluções não triviais de Lorenz ( 10s= , 8 / 3b=  e 28r= ) utilizando DIRK3 

 

Como previsto na análise de estabilidade física, as soluções não triviais acima estão 

associadas a perturbações oscilatórias com a taxa de crescimento de sua amplitude positiva. 

Pelo fato de sua taxa de crescimento ser muito menor em relação a solução trivial, torna-se 

mais fácil a sua convergência. Ainda assim, o método tradicionalmente implementado, CN2, 

não consegue amortecer as instabilidades e convergir para alguma das soluções de regime 

permanente não triviais. Quando o DIRK MGM é ligado, o método consegue amortecer as 

perturbações, dessa vez de características oscilatórias. Assim, convergindo para uma solução 

de regime permanente acurada. 
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O problema também foi resolvido para o segundo caso apresentado na análise de 

estabilidade linear física, onde 10s= , 8 / 3b=  e 40r= . Neste caso, foi testado o DIRK 

MGM de 2 estágios com 1tD =. A Figura 12 mostra o resultado obtido para solução de 

regime permante trivial (Eq.(3.34)) 

 

         

-  

Figura 12 -  Solução trivial de Lorenz ( 10s= , 8 / 3b=  e 40r= ) utilizando DIRK2 

 

A Figura 13 mostra a solução obtida para as outras duas soluções não triviais, dadas por: 

 

2 26, 2 26, 39b b bx y z- -                                                                          (3.35)                                                                

2 26, 2 26, 39b b bx y z                                                                           (3.36)                                                                 
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-  

Figura 13 - Soluções não triviais de Lorenz ( 10s= , 8 / 3b=  e 40r= ) utilizando DIRK2. 

 

O DIRK MGM de 2 estágios mostrou-se eficaz na convergencia das três soluções de 

regime permanente, mesmo sendo mais instáveis que no caso anterior. Também foi observado 

que todos os resultados estão de acordo com análise de estabilidade linear fisica. Na maioria 

dos casos, ao ligar DIRK2 MGM , converge-se para duas soluções não triviais, como previsto  

na analise. Também foi observada uma maior taxa de crescimento na amplitude, tanto para 

solução trivial, quanto para as outras duas soluções não triviais, também estando de acordo 

com o esperado. Assim, esse aumento provoca uma maior alternancia da oscilação em torno 

das soluções de regime permante não triviais.  

Além disso, foram utilizados os mesmos valores dos parâmetros da equação de Lorenz na 

solução acima para realizar uma análise de convergência por passo no tempo dado. A Figura 

14 mostra número de iterações necessárias para convergência para diferentes parâmetros do 

DIRK MGM de 3 e 2 estágios. Enquanto a Figura 16 mostra o mesmo gráfico para o MGM 

multi-passo (esquerda) e o SFD (direita) em suas condições ótimas, resolvidos em Teixeira & 

Alves (2017) para mesma tolerância de convergência. No MGM multi-passo e no SFD 

observam-se linhas verticais as quais são limitantes de tD  para convergência. No caso do 

MGM multi-passo, como falado anteriormente, isso é causado pelo fato do método perder sua 

L-estabilidade. Essa dificuldade é superada pelo MGM multi-estágio, permitindo aumentar 
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tD  e, assim, utilizar a redução de ganho assintótica para uma convergência em menos 

iterações (Ver Figura 14 e Figura 15).  

 

 

Figura 14 - Número de Iterações Total x tD , MGM ï Multi -Estágio ï Solução Não Trivial 

 

 

Figura 15 - Número de Iterações Total x tD , MGM ï Multi -Estágio ï Solução Trivial 

 

O SFD foi simulado utilizando o CN2, assim, o seu tempo de CPU por iteração é similar 

ao do MGM multi-passo. Isso permite que o número de iterações para convergência seja 

comparado entre os dois métodos nos gráficos da Figura 16. Nessa figura observa-se que o EI 

é a melhor opção entre os MGM multi-passo quando tD  pode ser escolhido grande o 

suficiente. A figura também mostra que o SFD em suas condições ótimas utiliza 50% menos 
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iterações que EI para atingir a mesma tolerância. Esse caso em particular favorece o SFD pois 

o problema não apresenta um espectro grande de frequências instáveis, o que faria o número 

de iterações aumentar.  

 

 

Figura 16 ï Número de iterações x tD - MGM-Multi -Passo (esquerda) e SFD (direita) 

 

 

 O MGM multi-estágio possui um tempo de CPU por iteração maior devido a quantidade 

maior de cálculos para convergência de cada estágio. Dessa forma, uma comparação direta 

não pode ser feita entre o MGM multi-passo, MGM multi-estágio e o SFD. Então, para efeitos 

de comparação, as sub-iterações por estágio foram contadas como iterações, produzindo o 

resultado na Figura 17. 












