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RESUMO

Solucbes de referéncia sdo importantes em diversas areas desgesgndo utilizadas
como estados base na analise de estabilidade linear fisica e como condi¢des iniciais e de
contorno. Porém, para escoamentos instaveis, os métodos de marcha no tempo
tradicionamenteempregadoslificilmente convergemOs métodos de Neéon ofereem uma
solucdo para o problema, porémgueem um alto recursocomputacional e beaestimativas
iniciais. Tais dificuldades motivaram o desenvoleimodatécnicaSFD Selective frequency
damping, a qual funciona filtrando as frequéncias ineid e, dessa forma, atingindo o
regime permanenteAinda assim, gsa técnicamostrase insuficientena presenca de
perturbacdes estacionariasuma quantidade elevada de filt®siecessaripara problemas
com um espectro grande de frequéncias, retardarmmvergénciaDessa forma, uma nova
alternativa foi desenvolvidehamada MGM Ninimal Gain Marching Schemgsa qual é
utilizada no presente traball® desenvolvida uma formulacédo generalizada a qual € reduzida
a alguns graus de liberdadepresentadosor parametrasA medida que os parametros sao
variados,seu ganha reduzido permitindo que as amplitudes da perturbacdo decaiam no
tempa Também éintroduzida a ideia de quey medida que o ganho é reduzido, a
convergéncia € acelerada para o regimenpaente.O MGM foi aplicado amétodos
implicitos multipasso, produzindo resultados satisfa®nmlependente dos mecanismos de
instabilidade Ainda assim,a formulacdo introduzida n&do garante uma boa estabilidade
numeérica Assim, tornase impossivel gardgir o ganho minimo em um valor assintético indo
para zero.Uma abordagem alternativa é apresentada no presente trabalho. Ela aplica as
mesmas ideias j& propostae reducdo de ganhpara métodos mulestagio. Porém, sua
estabilidade é preservada, tarda possivel a estabilizacdo do ganho em seu valor minimo
indo para zero e reduzindo o numero de iteracfes para convergéssé metodo foi
aplicado as equacgOes Lorenz com diferentes valorespdeametros verificando sua
convergéncia para solu¢des ingid com diversas frequéncias de caracteristicailatoria
ou estatica.

PalavrasChave: Estabilidade linear, métodos implicitos, solu¢cdes de regime permanente,

fisicamente instaveleducao do ganho.



ABSTRACT

A diversity of problems presensteady tate solutions as referencesolution with
applicationdn many research arealhey are used as base statelsni@ar stability analysias
well asinitial and boundaryconditions in CFD (Computational Fluid Dynamickjowever,
standard marching schematlized for accurate unsteady simulatiohardly converge to
steady states solutions in unstatbbsvs. In order to overcome this probleeguld beused the
well-known Newtortype method®ften coupled with continuation techniquéevertheless,
this iterative approach do require a large computational resourcé anbighly sensitive to
initial conditions requiring very good initial guesses to converfeese difficultieanotivated
the development ad techniqgue known as SFD (Selective Frequenampirg) which works
filtering unstable frequencieand allowing the method to reach steady states solutitins
works well for a very good range of problems, howevteseems unableo damp stationary
disturbances. In addition, flows with a broad unstableueqy spectrum might require
multiple filters, which delays the convergensgnificantly Therefore, an alternative
approach was developed modifying coefficients in marching schemes in order to minimize its
gainwithin the required frequency spectra, aling the respective disturbance amplitudes to
decay given enough timedt is proposed thatas the gain is reduceds convergence is
acceleratedo steady state solutionshese ideas were applied to implicit midtep methods
yielding good results foa few test cases, includiqgoblems with stationary and oscillatory
disturbancesand with either a single or multiple frequency contddévertheless, when
applied to multistep methods, its strong numerical stability were IAst.result, i makes
almostimpossible to guarantee that its minimal asymptotic gain goes towkich would
enhance convergence. An alternative approach is proposed in the present work. It applies the
same ideas of minimal gain to implicit mudfiage methods, butsitstrong stabty is
preserved. Therefore, its asymptotic minimal gain is achieved, reducing the number of
iterationsfor convergence. In order to test &,test casevere solved for solutions that are
unstable to stationary and oscillatory disturbances, with edtlsgmgles or multiple frequency

content.

KeyWords: Linear Stability analysis, Unstable solvers, Gain reductibmstable steady
states.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 1- Valor absoluto do ganhpor /Dt ............eeiiiiiiiiiiiieee st e e e e e e e e e 21
Figura 2: Valor do ganho absoluto e o nimero total de itera¢Bes para convergéncia nos esquemas EE, |IE e AB2
.......................................................................................................................................................... 22
Figura 3- Os mesmos gréficos da Figura 2 porém aplicado a(E¢5) comqg, =1 eq,=1/2, 1, 3/2e ¢
.......................................................................................................................................................... 24
Figura 4: Valor do ganho absoluto e o nimero total de interagfes para convergéncia com .DIRK2.....28
Figura 57 O mesmo que na Figura Bias aplicado ao DIRKS............coooiiiiiiiii e 30
Figura 61 Comparacao entre 0 DIRK2 € DIRKS........coiiiiiiiiiie e 31
Figura 7 - Solugdo numérica das equacdes de Lorengtada no plano x, z

(8 =10, D I8/ 388 1 20 ittt 33
Figura 8- Autovalores paraS =10, D =8/3, 7 & .. e 39
Figura 97 Autovalores paras =10, 6 =873, 7 Al .. 40
Figura 107 Solucgéo trivial Lorenz§ =10, b =8/3 e r = 28) utilizando DIRKS..........c.ccoccveviieinnnnn 42
Figura 117 SolugGes ndo triviais de Loreng €10, 6 =8/3 e r = 28) utilizando DIRKS......................: 43
Figura 12- Solucéo trivial de Lorenzg =10, b =8/3 e r =40) utilizando DIRK2............cc..cceeeveerrias 44
Figura 13- Solugdes néo triviais de Loreng (=10, 6 =8/3 e r =40) utilizando DIRK2....................... 45
Figura 14- Numero de Iteragés Total xDt , MGM1 Multi-Estagioi Solugdo N&o Trivial........................46
Figura 15- Numero de Iteracbes TotalRt , MGMi Multi-Estagioi Solugdo Trivial...........c.cceveevveeeuieinens 46
Figura 167 Numero de iteracGes Bt - MGM-Multi-Passo (esquerda) e SFD (direita)..........cccccverveervens 47

Figura 177 Compargéo entre os métodos MGM com o NUmero Total de Iteragdes............cccceeeeeuunne. 48



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 Estabilidade Fisica e Numérica.

20




SUMARIO

1 INTRODUQ@O. ................................................................................................................ 12
R R |V (@ I I Y O G LU 12
1.2 REVISAOBIBLIOGRAFICA ...ttt ettt e et eeeee et e e e et et e eeeeeeeeen 13
I O] = | = I 1Y@ 1 T 16
2 METODOLOGIA ..., P 17
2.1 ANALISE DEESTABILIDADE NUMERICA CLASSICA. ...t 17
A A €Y [ T T 17
2.1.2 CONSISTENCIA E TEOREMA DE LAX ..ottt e e e e 17
2.1.3 ESTABILIDADE NUMERICA ...ttt ettt 18
2.2 GANHO MINIMO COMESQUEMASMULTI-PASSO.....c..ccieiii i eeeeee e 21
2.3 GANHO MINIMO COMESQUEMASMULTI-ESTAGIO........eeeoeeeeeeeeeeee e 25
2.3.1 DIRK 2 ESTAGIOS. . cuuiiitiiei ettt et e et e et e et e ee e et et e e e et e e eateeetaesssmna e eebaeeeans 25
2.3.2 DIRK BESTAGIOS. ...ouiiiitieeet ettt et et e e e e e et e e et e e e e e et e e srmm e e et e eenas 29
3 ANALISE E DISCUSSAQO DOS RESULTADOS. ....ceeeeeeeee oot ree e eeeveeenns 32
3.1 EQUACAODELORENZ........ootttttieie ettt ettt ettt e e e e e ae e e e e e e e e s e e e anann e e s 32
3.1.1 ANALISE DE ESTABILIDADE FISICA LINEAR ....ccctuiiiitiiiiie e eeeee e et e e 34
3.1.2 SOLUCAO NUMERICA T GANHO MINIMO COM ESQUEMAS MULTI -ESTAGIO .......ccvvveneeen.. 41
4 CONCLUSOES........coi ettt eeee ettt eaea st a et et e s st e s tnanasstestensanesaeaanesd 49

5 REFERENCIAS BIBLIOGR AFICAS ...oo oo eeeeeee e e et e et e e et veaare e e eeeaeeaeaes 52



12

1 INTRODUCAO.
1.1 MOTIVACAO

O conhecimento de solucfes de referéncia acuradas € de grande impqdéadiversas
areas de pesquisa, tal como transferéncia de calor e dindmica dos fluidos. As solugdes de
regime permanente representam otimas solucdes de referéncia, possuirgdyalotima
acuracia Umade suasaplicacbesem dinamica dos fluidoé a ankise de estabilidade linear
fisica, onde tais solucOate referéncissdo utilizadas comestadosbase do problema em
guestdo. Em alguns casagroximacdesnaliticas que se adaptam suficientemente bem aos
dados experimentaisdo utilizadascomo solucdes al referénciaPorém, parascoamentos
mais complexofstaveis essagproximagdesnaliticas podem levar a previsdes incorretas

Uma outra area relevante a qual solucbes de referéncia sdo necessarias é CFD
(Computational Fluid Dynami¢s Dentro dessa wta area, as solucdes de referéncia sdo
utilizadas comadtimas estimativas iniciaipara solu¢bes numéricas. Em alguns problemas,
modelos analiticos que se adaptam suficientemente bem aos dados experiarabiis
podem ser implementado$orém, quando Hizados como condi¢des iniciais podem
introduzir oscilagdes indesejadas para simulagdesescoamentomstaveis em regime
transiente l(ardjane et al2004) Assim, quando se utilizam métodos que necessitam de
condi¢des iniciais suficientemente acuradasdem produzir grandesmprecisbes no
resultado

Um outro exemplo em CFE a utilizacdo de solucbes de referéramano condicbes de
contorno.Elas sdo utilizadas principalmente na area de aeroacustica $pamge Zones
(Bodony, 2006) Este método introduum termo fonte nas equiEs de conservacao que
forcam asolucéo calculada convergir para uma solucdo de referéncia na regido proxima ao
contorno Porém, sua efetividade depende da acuracia da solucdo de referéncia,
principalmente para escoamentos insve

Foi visto acima que solucdes de referéncia acuradas, tais como a de regime permanente,
poderiam possibilitar o desenvolvimento de diversas areas de pesquisa em dinamica dos
fluidos. Para escoamentos instaveis veriieauma maior dependéncia da acia da solucéo
de referéncia, tanto para sua analise de estabilidade, quanto para sua utilizacdo como
condi¢des iniciais e de contorno. Dessa forma, um procedimento eficaz que possa gerar

solucdes de regime permanente em sua regido fisicamente instévedesgrande utilidade.
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1.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A demanda por solucfes de regime permanente instaxglisitada acimgromoveu o
desenvolvimento das metodologias para obtencdo das mesmas. Atualmente héa trés principais
formas de satisfazer essa demamae duas sdo mais antigas e uma proposta recentemente.
Sao elasrespectivamenteys métodos de Newton, SFBglective Frequency Damping o
MGM (Minimal Gain Marching Schemes)

Os métodos de Newtorsdo amplamente conhecidos resolucdo de problemasion
lineares, tambémodendo ser utilizado na geracaostéucdegegime permanent®ara isso,
resolvese a versdo de regime permanentasdequacoesle governo.Algumas versoes
modernas apresentaoaracteristicasnteressantg tais como os métoda¥-NK (Jacobian
Free Newton Krylov Methodcom uma convergénciguadratica ou, pelo menos, sufiaear
(Zingg & Chisholm, 2009)Verifica-se emKnoll & Keyes 004)a eficiéncia desses meétodos
resolvendo as equacdes de regime permanente de {Stvies.

No entamo, os métodos de Newton apresentam algumas desvantBgsmossuem uma
alta sensibilidada condicao inicialsendonecesséario um chute inicial suficientemente bom
para convergéncia. Para superar essa dificuldade, sé&o tipicamente implementadosn
metodos de continuacdBeller, 1975) Ainda assimesses métodanseguem convergéncia
somentepara solugcdes de regime permanente conectadas por contin(BiRIENMDO et al.,

1999) Isso gera problemagjuando existem diversas solugbes de regime pemtene
desconectadgsara mesma parametrizacao, devido ao complexo padrdo de bifurcacdo. Além
disso, problemas dealor inicial sdo mais simplede resolver do que sua versao de vdkr
contorno, fazendo com que a maiorias dos codigos existentes resohamséia ge regime
transiente das equacdes de governo. Portanto, quando se implementa os métodos de Newton,
€ necessario construir um codigo novo para solucionar a versao de regime permanente das
equacdes de governo.

As dificuldades encontradas acima para op®todos de Newton levaram ao
desenvolvimento de um método alternativo conhecido como SERctye Frequency
Damping (Akervik, et al. 2006). Esse método introduz um termo fdinsarizadono lado

direito das equacdes de governo instauwaiscomoabako.

-c(q -w)
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Onde ¢ & um coeficiente de controlg, é solucdo daquacgéo ev a solucdo de referéncia.

Assim, a medida que o esquema marcha no tempo, a equacdo converge para solucao de
referénciaw. A solucdode referénciateoricamente ideal parasarmos € a de regime
permanente, pém ainda ndaa temos.Entéo, utilizase uma verséo filtrada de perturbacdes

temporais deq. Sabese que o termexplicitado acima se tornanulo quando o regime

permanent@ atingido Portanto, nesse limite, sabeque a solucdoalreferéncia se tornou a
solucéo de regime permanente.

O método acima é simples de ser implementado em qualquer codigo que resolva equacdes
instdveis e necessita do ajuste de somente dois parametros adicionaislissiémao séo
necessariaboasestimaivas para condi¢ées iniciais. Essas vantagens levaram o SFD a ser
utilizado em diferentes problemas, tais como escoamentos em cavid#&dERVIK et al.,

2007) esteira de turbuléncia em uma esféRIER, 2008) problemas de camadas limite em
rugosidadgLoiseau et al., 2014)Ainda assim, pelo fato do SFD ser altamente dependente
desses dois termos, surgiram outros estudos focando em sua otinatagiwo enCunhaet

al. 2015)e em Jordet al. 015)

Apesar de ter éxito em diversas aplicagdes, o &fBsenta outras desvantagens (Jetdi
al., 2015) Podese citar como exemplo quando ha a presenca de perturbacdes estacionarias
nas equacdes de governo instaveis, pois o0 método parece ndo conseguir convergir para
solucdo de regime permanente. Uma outeavdntagem € quando had escoamentos com
diversas frequéncias instaveis dominantes, pois, a priori, 0 SFD foi desenvolvido para filtrar
uma Unica frequéncia instavéRKERVIK et al., 2007) Assim, para filtrar diversas
frequéncias, o0 numero de parametmsserem otimizadosaumenta, bem como custo
computacional para simulagéo. Isso torna 0 método inviavel para problemas com um espectro
amplo de frequéncia instaveis.

Considerando as limitagdes impostas pelos métodos de newton e pelo SFD, novas
metodologiasdonecessariapara obtencdo de solugbes de regime permanente em problemas
fisicamente instaveisTeixeira & Alves (2012) propde uma nova alternativa chamada
PhysicatiTime Damping(PTD). Ela utiliza o duatime-stepping Zeng et al., 208) com o
intuito de sibstituiresquema de marcha no tempo original pelo Euler implicito iig)o que
a maioria dos esquemas de marcha no tempo sao explicitos, ndo € necessario o calculo de
jacobianos implicitos ou métodos para solucdostemas implicite. Ainda assim, a

metodologia se baseia nas propriedades dissipavas do Euler implicito, as quais hem sempre
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sdo suficientes para escoamentos altamente instaveis com discretizacdo espacial de alta
ordem.

A metodologia funciona bem para escoamentos com instabilidades ceasegibrém as
propriedades dissipativas do Euler implicito ndo sao suficientes para escoamentos com uma
alta taxa de crescimento da perturbacdo no tempo. Isso é causado por efeitos ndo lineares os
guais limitam o passo no tempo, assim, limitando tambépr@siedades dissipativas do

Euler implicito.

Dessa forma, surgiu uma evolugdo do PTD chamada MMMirgal Gain Marching
Scheme@s (Teixeira & Alves 2015) baseada na analise de estabilidade numérassich
(Lomax et al. 2001) Essa nova abordagem supexs dificuldades encontradas acima,
observando que o decaimento das perturbac6es ndo é induzido com a maxima dissipacéo
temporal, mas esta relacionado a reducdo do ganho. Entdo, essa evolucdo propde introduzir
coeficientes nos esquemas de marcha no tengontuito de modificar sua regidao de
estabilidade e reduzir o valor absoluto do seu ganho. Assimedida que seu ganho é
reduzido, o namero de iteracbes para convergéncia do regime permanente diminui, e, por
consequéncia, 0 seu custo computacional ¢loba

O MGM supera todas as dificuldades encontradas nos métodos de Newton e SFD, pois nao
€ sensivel a condi¢cdes iniciais e é capaz de gerar solugcbes de regime permanente
independente dos tipos de instabilidade do escoamento. Além disso, o MGM possui outras
vantagens, tais como nao possuir nenhum tipo de residuo e poder ser aplicado a esquemas que
possuem sufieracdes, visto que numero de sulteracbes decapara umno limite
assintotico para o regime permanente.

Essa nova metodologia (MGM) é aplicada gpanétodos muklpassos implicitos em
Teixeira & Alves (2017). Sao introduzidos coeficientes para modificar a sua regido de
estabilidade, possibilitando que o valor absoluto minimo do seu ganho aconteca para menores
valores de CFL. Porém, verifis® que, anedida que os valores dos coeficientes variam, o
método perde sua-éstabilidade. Portanto, o valor absoluto do ganho deixatidgir o seu
menor valor possivel (zeroassintoticamenteno limite que o niumero de CFL vai para
infinito. Dessa forma, o psente trabalho propde uma solucdo para o problema utilizando

métodos multestagio.
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1.3 OBJETIVOS

O objetivo do presente trabalhé® gerar solu¢cdes numericamente estaveis para problemas
gue sao fisicamente instaveigilizando uma nova alternativa. Sergmi@adosos conceitos
de ganho minimo (MGM) para métodos nmuglstagio, produzindo unraetodologia eficiente
a qual produz solugbes regime permanente acuradas egaesequacdes fisicamente
instaveis. Para isso, sera utilizado um conjunto de métodosestadtio chamado métodos
Runge Kutta diagonalmentienplicitos ou Diagonal Implicit Runge KuttdDIRK). Esses
métodos serdo o foco do presente trabglbo apresentarem forte estabilidade numérica e
conseguiem convergir para solucdes regime permanente dman problema apresenta um
comportamento fisicamente instavel.

O DIRK ser& implementado utilizando as ideias de ganho minimo (MGM) apresentada em
Teixeira & Alves (2015). O MGM consiste em reduzir o ganho, permitindo com que as
perturbacdes decaiam no tem Essa metodologia ndo s6 garante a convergéncia para
solu¢Bes de regime permanente na regido fisicamente instavel, bem como reduz o nimero de
iteracOes para tal. Assim, a partir de uma andlise de estabilidade numérica linear do DRIK é
possivel verificapara quais numeros de CFL se obtém o ganho minimo.

Porém, assim como o Euler Implicito, o DIRK possui uma regidao de instabilidade
numérica quando o problema é fisicamente instavel. Essa dificuldade pode ser superada
reduzindo a familia generalizadeesse métodos (DIRK)a somente alguns graus de
liberdade,no intuito de modificar sua regido de estabilidade e reduzir seu ganho. A medida
gue esses parametros sao variados, a sua regido de instabilidade é reduzida. Dessa forma
possibilitando utilizar menoregalores de CFL aonde seu ganho é minimo. Essa mesma
metodologia € desenvolvida efeixeira & Alves(2016) para métodos mupassos, porém
para o DIRK a formulacao é fortemente &stavel mesmo quando se reduz a alguns graus de
liberdade Assim, ainda sebtém ganho minimo indo para zero no limite do nimero de CFL
indo para o infinito, garantindo a reducdo do ganho assintética para zero. Por ultimo, essa
metodologia aplicada ao DIRK sera testada resolwsedasequacdes instaveis de Lorenz

para o regim@ermanente.
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2 METODOLOGI A
2.1 ANALISE DE ESTABILIDADE NUMERICA CLASSICA

Neste sultem, primeiramente, serdo introduzidos alguns conceitos basicos, tais como
ganho e estabilidade numérica classica. A partir do conhecimento desses conceitos basicos,
serdo realizadas analises de estabilidade linear de alguns métodos numéricos explicitos e
implicitos. Com essas andlises feitas, pselantroduzir as ideias de ganho minimo com

esquemas muHpassos no item 2.2 e, posteriormente, com esquemasestaigio em 2.3.

2.1.1Ganho

Seja um método numérico arbitrade marcha no tempo muftassadadopor:

u™=u" + (W (2.1)

Onde u(t) € a sua solugdo @+1 € o indice que representa passo no tempo
desconhecido @ o conhecido.Dt € passo no tepo e D(u) € uma aproximacaempregada.
O ganho absoluto é definido como a razéo:

n+l

u
u"

O ganho, também conhecido como fator de amplificacdo, desempenha um papel
fundamental na estabilidadeumérica do método empregado. Dessa forma, sera visto no
subitem 2.1.3 as condicbes necessarias impostas sobre o ganho no intuito de atingir a
estabilidade numérica.

2.1.2Consisténcia e Teorema de LAX

A consisténciastadiretamenteelacionadaom a aproximegao feita a partir da versao
analitica do problema. A diferenca entre a equacéo diferencial analitica e a discretizacao
utilizada € definido como erro de truncamento (E.T). Uma discretizacdo das suas equacdes de

governo é dita consistente caso seja poksiviera versdo discretizadapartir desua versao
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analiticano limite que seu passo é reduzidisto é, EI)itmo( Eqg Discretizadas Eq Analiticas=0,
logo éitmo( ET) =0 (Pletcheret al.,2012)

Grande parte dos métodos conhecidos e amplamente utilizaddsafidade tem sua
consisténcia ja provada e garantida, tais como Euler Explicito (EE), Euler Implicito (El),
AdamsBashforth (AB). A consisténcia também desempenha um papel fundamental na
estabilidade numérica do métoglmpregadpcomo sera visto a seguir

O teorema da equivaléncia de LAX diz: dado um problema de condicéo inicial bem
posto e uma discretizacdo que seja consistente, estabilidade numérica € a condi¢cdo necessaric
e suficiente para convergénciaak & Richtmyer, 195% Dessa forma, visto que amnceito
de consisténcia de urasquema de marcha no tenjadoi introduzidq no proximo subitem
sera explorado acerca da estabilidade numérica do método empregado, no intuito de garantir

sua convergéncia.

2.1.3Estabilidade Numérica

A estabilidade numériceem geral, requer mais tempo e energia empregada do que a
consisténcia. Como dito anteriormente, grande parte dos métodos utilizados ja possuem sua
consisténcia garantida, devers®a propria metodologia envolvida em seu desenvolvimento.

O conceito de um #&todo numericamente estavel diz que os erros de qualquer origem
(truncamento, arredondamento e outros) ndo sdo permitidos crescer na sequéncia de
procedimentos numéricos realizados, a medida que se avanca de um passo no tempo para C
proximo (Pletcheret al, 2012). Dessa forma, para garantir a estabilidade numérica, sera
utilizada a andlise de estabilidade numérica classica baseada em Lomax, Pulliam e Zingg
(2001).

Seja o problema de valor inicial homogémreautonomalado por:

2= f(u) (2.3)

Onde a sua solucédo regime permanente € dada jeou, (t) € uma pequena perturbagéo

em torno dessa solucao. Assim:
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u, () = u(t) -u (2.4)

Expandindo a funcab(u) em série de Taylor centrada na sua solucdo de regime

permanentay,, temse:

fU)= f(w) u @E; qu (25)

u=ug

Substituindo a equacd@d.4) em(2.5), chegase em:

f(u) =/ u, + O(f) (26)

Onde/ :( £/ U|)U:US € um autovalor associado ao problenfqie) =0, pois sua variagdo no

tempo é zero. A partir das Equac@2®) e (2.6) é possivel se obter a versao linearizada do

problema dada por:

duy

=/u 2.7
at 4 (2.7)

Sua solucéo éatla por:
Uy (t) = uy(0)exp(' t) (2.8)

Dessa forma, para um valor de(t) suficientemente pequeno £<0, o problema

linearizado € fisicamente estavel. Pois, a medidatques , a amplitude de sua perturbacéao

decai comu, - O e o problema converge para sua solugéo de regime permarfrtal, .

Enquanto a sueegido deestabilidadenumérica é obtida quando

G| <1 (2.9
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Utilizando a definicdo de ganho na E22), temse:

n+l

u

G|l =
o=

=xp(/ th 1 (2.10

Logo, suaregido deedabilidade linear numérica é obtida quando a Equ&2ad®) for
satisfeita. Essa condicao é satisfeita para uma faixa de valores diependendo do método
numeérico aplicado. O valor dedt também pode ser referenciado como numero de Courant,
Friedrichs and Lewy (CFL) (Couraat al, 1928).

A Figural mostra a estabilidadamear dos métodos Euler Explicito (EE), Euler Implicito
(El) e AdamsBashforth de segunda ordem (AB2). Os métodosnséiericamentestaveis
para valores ganho absoluto abaixo da linha pontilhAtian disso,como visto acimao
problema éisicamente egivel para/ <0. E possivel verificaessas informacées de forma

resumida na tabela 1.

Estabilidade Numeérica Estabilidade Fisica
|G| <1 - Numericamente Esta / <0 - Fisicamente Estave
IG|>1 - Numericamente Instav / >0 - Fisicamente Instave

Tabelal: Estabilidade Fisica e Numérica.

No intuito de verificar sua estabilidade numériagmssrespectivas equacdes de ganho sdo
calculadas e dadas por

G=1 + tD (EE)

- i - (E) (2.11)

G2- G(1 %/ ip }‘é/t D £AB2)
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EE AB2 141 /

Figural - Valor absoluto do gdro por /Dt

Assim, resolvendo asdaacdeg2.11) do ganho pardDt, obtémse as seguintes restricoes

para os métdos:

2</Dt<0 (EE)
/Dt 2 e /DO (E (2.12)

1</Dt<0 (AB2)

Para numeros de CFL que satisfacam essas condi¢cfes, os métodos numeéricos EE, El e AB2
sdo estaveisAssim, EE e AB2 sdo métodos condicionalmente estaveis, enquanto IE é

incondicionalmente estavel ou Astavel(Dahlquig, 1963) Isso, pois, para qualquer valor de

/Dt 0, temse |G|<1. Sua estabilidade, na verdade, é mais forte, {f8is O quando

/Dt - =, caracterizando um métodedstavel ambém.
2.2 GANHO MINIMO COM ESQUEMASMULTI-PASSQ

Agora que todos o0s conceitos basicos de estabilidade numérica classica foram
introduzidos, serd estabelecida a metodologia do ganho minimo para métodgsassolti
Ela propde superar a principais dificuléacencontradas dos métodos de Newton e SFD, nao
precisando € um bom chute inicial e ndo tendestricbes quanto aos tipos de instabilidade

presentes. O MGM consiste em reduzir o ganho, permitindo com que as perturbacdes decaiam
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no tempo. Essa metodologiddo sO6 garante a convergéncia para solucbes de regime
permanente na regido fisicamente instavel, bem como reduz o nimero de iteracdes para tal.
A Figura2 mostra, a esquerda, o valor absoluto do ganho, comot@ nasanalise de
estabilidade anteriormente. A direita foi plotado o numero total de iteracdes ao resolver o
problema linear dado p@2.7) com os métodos ABAE e EE. Foi utilizada uma tolerancia de
u,(t)=10' para convergéncia e a condicdo inicia/(0)=0. A linha pontilhada é

estabelecida emi =5000, pois todos os métodos divergem a partir desse limite.

Figura2: Valor do ganho absoluto e o nimero total de iteragf@raconvergéncia nos

esquemas EE, IE e AB2

TEIXEIRA & ALVES (2017)

Os resultados obtidos estdo de acordo com a andlise déidesdaldinear numérica, pois
todos os métodos convergem dentro de suas restrices de estabilidade dé2lag)péiém
disso, como esperado, a medida que se reduz o ganho, o numero cf@estgpara
convergéncia é reduzido.

Outro ponto a ser observado € a estabilidade do EIl na regido fisicamente instavel do
problema, onde >0. QuandoDt é escolhido suficientemente grande para gbe >2 , 0
método convergeamesmo para um problema fisicamente instavel. Por esse motivo, o0 El é o
método escolhido pela literatura para gerar regime permanentemt@alecn Pulliam & Steger
(1980), COLLIS & SCOTTLELE (1999) e Teixeira & Alves (2012) Ainda assim, esse
método diverge para problemas néo lineares fracamente instaveisnigssdesrequeren

um passo grande no tempo para gegn linearmente estaveipois Dt >2// . Enquanto a
nao linearidade presente nos problenagdi o valor deDt. Assim, em muitos casobt nao

consegue ser grande o suficiente para que a patbelaque na regiao de estabilidade linear
do EI.
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Uma solugédo é proposta pdeixeira & Alves (2017, considerando uma familia de
métodos multpasso generalizados com alguns graus de liberdade no intuito de s@uzir
regido de instabilidade. E introduziden conjunto de métodos mufiasso implicite dados

por:

n+1 1
au"+gu +a,

2 =b, ™ 4, " b, "2 (2.13)

Onde é utilizada a notac&d' = f (u") .

A consisténcia do esquema acima é vistalemeira& Alves (2017. De acordo com o
teorema da equivaléncia de Lax, para garantir convergéncia, os métodos também devem ser
numericamente estaveis eam contexto linear. Assim, utilizando a mesma andlise de

estabilidade desenvolvida anteriormente, chega equacao do ganho:
(a,-/ Bb,)G* @a /thPG (a /tb) M (2.14)

Onde EE é obtido com,, =0, by=1e b,=0, AB2 comb, =0, by=3/2eb,= 42, e El
comb,, =1,b,=0 € b, =0, além disso, para os trés métodgs=1, a,= 1 ea,=0 . Caso
fossem adicionados mais passos ao esquem@.&8), a equacao do ganho dada fi4)
se tornaria um polinémio de maior ordem em G. Assim, 0 numero de solucdeg2ia4rq

para G também aumemia, com todas tendo que satisfazer o critd@p<1para uma regiéo

em /Dt. Como consequéncia, torsa dificil encontrar métodos com mais passos com amplas
regides de estabilidade. H4 uma confirmacéo inddessa dificuldade no fato de que nao ha
métodos multpasso incondicionalmente estaveis com ordem acima de dois (Dahlquist,
1963).

Visto que os métodos de diferencas finitas atrasadas conhecido como BDFs de primeira
(IE) e segunda ordem (BDF2) sdo os medis métodos muipasso Lestaveis, assurrse
b, =0. O método resultante pode ser reescrito @ama familia de métodos envolvendo
dois parametros, dadmor:

n+1 n nt nkt

u -u

R S VA U (215
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Assim, fica evidente a média ponderada entre o tedmsipativo e nao dissipativoo
esquema acima.

Na Figura 3 (direita) € resolvido o mesmo problema linear Fgura 2 utilizando o
método em(2.15). A estabilidade numérica linear ¢8.15) é visualizada na-igura 3
(esquerda) para, =1, pois obtémse o método amplamente conhecido de Cidicklson
generalizado. Eles séo utilizados amplamente na literaturagcemou g, =1/ 2, 0 quais sao
0s métodos EIl e Crarikicolson de segunda ordem (CN2). Ess&tado (CN2) é Aestavel

para/Dt <0,porém instavel para o oposto, c¢&i- 1 quandoDt - o,

Figura3 - Os mesmos graficos dagura2 porém apicado a Eq(2.15) comg, =1 e

g,=1/2,1, 3/2e :

TEIXEIRA & ALVES (2017)

No intuito de convergir para solu¢gdes de regireen@anente instaveis 0), o método

desenvolvido apresenta um comportamento interessante quapdo. Sua faixa de
instabilidade é dada podb</ B 2 (2g 1, para/ >0. Portantoa medida que se aumenta o
valor deg, a partir de1/2, reduzse a faixa de instabilidade. Agura3 mostra que se reduz
na metade quandg, =3/2 e quatro vezes quandg, =3. Embora continue a regido instavel
continue decrescendo com o aumentogde|G|- (g, - 1)/ gquandoDt - =o. Além disso, o
ganho assintético vai parg|- 1, quando g,- = . Dessa forma, & medida que se reduz
g,,0bservase que a formulacdo utilizada pk&GM multi-passo implementado e(2.15)

deixa de ser destavel com/ >0. Isso provoca um retardo na convergéncia quando é

utilizado umDt grande. Além disso, ndo é possivel estabilizar o ganho absolutaemlse

7

minimo |G|- 0. Assim, ndo é obtido o menor nimero de iteracBes para convergéncia,
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gerando um custo computacional global maior. O presente trabalho apresenta uma solucao

para o problema acima utilizando métodos rmatagio.

2.3 GANHO MINIMO COM ESQUEMASMULTI-ESTAGIO

Neste subitem serd explicitada a metodologia numérica utilizada para implementar as
ideias de ganho minimo (MGM), apresentadas no subitem anterior, aos métodes multi
estagio. Como mencionado na introducgéo, seraaditis umaamilia de métodos mulki
estagio chamadRunge Kutta diagonalmente implicito. Todas as vantagens ja mencionadas
relacionadas ao MGM séao aplicaveis ao DIRK. Além disso, o presente trabalho apresenta uma
alternativa para o problema encontrado acitoan 0os métodos MGM muilpasso. Essa
alternativa também prop6e uma redugdo do custo computacional para convergéncia de
solucbes de regime permanente em probddiisecamente instaveis. Assim, 0 MGM multi
estagio representa uma alternativa ndo so paractsdos de Newton e o SFD amplamente
utilizados, mas também para 0 MGM myd&sso.

A familia de métodos DIRK foi selecionada pois pernaiteonstrucdo de métodos o0s
guais possuem uma estabilidan@o s6L, mas também fortemente 8ssim, ha regides
estaves numericamentende o problema é fisicamente instavel. Como as ideias de ganho
minimo ja foram introduzidas no subitem anterior (2.2), a metodologia ira ser introduzida a
partir do desenvolvimento do método migsitagio DIRKMGM.

Foi observado no subitelf2.2) anterior que apesar do El ser amplamente utilizado na
literatura, para problemas fracamente instaveis néo lineares o método diverge. E proposta uma
solucdo com uma familia de métodos mplsso dados pdR.15). Porém, como visto em
2.2, qando é utilizada uma formulacao generalizaddti-passo MGM emente com alguns
graus de liberdade e os messéo variados, o método perde sua estabilidade

L. A seqiir sera apresentado uma outra modificacdo da regido de instabilidade do EI

acrescentando estagios.

2.3.1DIRK 2 Estéagios

Considerando o0 mesmo problema proposto anteriormente para andlise de estabilidade

linear numérica, terse:

du _
Sl (23)
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A forma geral dos métodos Rungettaué dada por:

u =u" +té‘aj f(t, )

U™t =y o+ @i b (1, U) (2.16)

t=t" ¥ tD

Onde s é o nimero de estagios do métodd & um estagio arbitrario. De acordo com
Butcher (2003), € possivel visualizar os métodos Runge Kutta através do Tableau de Butcher

dado por:
c| A
b}'
(2.17)
i?n e Ay écl
SendoA=gi . i b =(h,,h)ec=%
é%u a] (i%:s

Para se obter afima geral dos métodos DIRK, tese quea; =0, paraj >i . Assim,

um método DIRK de 2 estagi@BIRK2) pode ser definido por:

£y LS

by by
(2.19)

Assim, temse:
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U™t =u" + (4 ) (& D)

u=u" +8@ f(4t), t t= g+ D (2.19
uv=u" +fa, f(ut) af(w ), ¢ f=cH

Para b,=1, b, 0,8, 6,8, Ga, 0= ' e c,=0 chegase ao El e par
b=1%2,b,=12,a, 0,a, %2,a, F2,c (ec,=1temse CN2. Mostrando que 0s
principais métodos utilizados na literatura fazem parte de uma familia maior de métodos
implicitos. Outros métodos implicitos podem ser dewgad partir das equagdes acima,
inclusive com regibeaumericamente estaveiglando/ >0. Porém, buscae um conjunto
métodos, com uma ampla faixa numericamente estaued permitam reduzir a faixa
numericamente instavehcontrada o El e reduzir seu ganho. Dessa forma, o método DIRK2
((Equacédo(2.18)) foi reescrito implementanege parametros. Esse conjunto de método

parametrizados falefinidode formaa serfortemente SstavelAlexander 1977). Seja este

(2.20)

Onde g é um numero positivo real. O conjunto de métodos asatiafazsomente a equacgao
de primeira ordem afa por:

gl b =1 (2.21)

i=1

Caso se deseje atingir segunda ordem é necessario também satisfazer a equacao:

I 1
ahg= 5
o (2.22
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Para isso, é necessario guel °\f2/2. Porém, como busese um método para atingir

solucbes de regime permanente, outros fatores sdo mais importantes que a ordem. O fator
mais importante a ser considerado € a estabilidade numérica, assim, a mesma analise de
estabilidade linear numérica vista embrmente foi aplicada ao método DIRK desenvolvido

(EqQ.(2.20)). Obtémse a equacéo do ganho dada por:

_-29 /D +§Dl (2.23
(g Dt 1)
Observase que quado /Dt - ©, 0 ganho absolut1ﬁ| - 0Oequando/Dt - - ro ganho

absoluto|G|- 0. Assim, onformeesperado, método DIRK2 parametrizado apresenta uma
estabilidade L visto que foi éfinido de forma a ser fortemente S estawh Figura 4
(esquerda) foi plotado o ganho para diversos valoreg.denquanto ndigura4 (direita) foi
resolvido oproblema linear enf2.7) nas mesmas condicfes quekigura2 e naFigura3,
isto é, u,(t)=10" para convergéncia e a condi¢do inicia)(0)=0. Observese que
escolhendo umbDt suficientemente grande, € possivel estabilizar o ganho em seu valor

minimo |G|- 0 e acelerar sua convergéncia.

N
5000

1000

y=3
y=5
06 | .. \ a1 . y=8

] . —, | S ameme =

; | ". '.,. “ \_‘_ - ) y=20

------------------------

1 I AAt L 1 L L - AAt
-1 0 1 2 3 -1 1 2 3 4 5

Figura4: Valor do ganho absoluto e o niumero total de intes@@raconvergéncizom
DIRK2.

As Figuras acimamostran que ha uma regidnumericamente instav@lara um faixa de

/Dt. Com o0 aumento dg, essa regido € reduzida (Méigura4). Isso permite garantir a
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convergéncia para problemas fracamefisicamente instaveis ao resolvero problema
apresentado anterioente pelo IE. Além diss@ medida que se aumenta, obtémse a

reducdo do ganh4£5|- 0 para menores valores déDt. Dessa forma, sdo necessarios

valores deDt, signficativamente, menores para garantir seu ganho mid(ﬁhe 0. Essa
caracteristica torna o DIRK2, em suas condicbeg détimas, um método que garante a
convergéncia no menor numero de iteracfes para uma aaixzlalé /Dt .

Os métodos MGM muHpasso conseguiram obter um resultado semelhante na reducéo da
regido de instabilidade numérica. Porém, isso ocasionou na perda da estabikqjaoler
consequéncia, da estabilizacao |(pr 0 para /Dt - ©o. Foi observado uma alternativa

acima que supera essas dificuldades, garantindo a reducdo do ganho para seu valor minimo e,

assim, acelerando a convergéncia en@gime permanente.

2.3.2DIRK 3 Estéagios

Agora, sea estendida a metodologia utilizada no item anterior para métodos DIRK de
3 estagios (DIRK3)Foi definida uma formulacao deétods DIRK3 também garantindo que
0 meétodo seja fortemente S estavel, dado por

1|/ «
¢, | b b «
b b «
(2.24)
_3ab-b
b_a+q 1 (229
bb=a B 1 (2.26)
_a’-a#4h B (227
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Sendo ae b livres satisfazendo somente ordem um. A partir da analise de

estabilidade numérica vista anteriormente, ckega equacao do ganhaldgor:

=/Dt((3 a-lp D & - a4 /Dt+B)D1)+1)

G
(@ bt -1)°

(2.29)

Observase ge quando/Dt - #©, o ganho absolut{ﬁ| - Oequando/Dt - - foO

ganho absoluth|- 0. Assim, como DIRK2, o método parametrizado DIRK3 apresenta

também uma estabilidade L. O métadiefinido acima apresenta as mesmas caracteristicas
gue o DIRK2 em termos d@o de estabilidade, como mostraFagura’5. A esquerda foi
plotado o valor do seu ganho absoluto e a direita foi resolvido o probiessa tlado por
(2.7) nas mesma condic¢des Hiegura4, ambos os graficos plotados para diferentes valores de

b, e a. A medida que os valores dos parametros séo variados-ebtérganho estabilizado
em seu valor minim¢G| - 0 para menores valores dé&t . Dessa forma, todas as vantagens

mencionads anteriormente para o DIRK2, também sdo garantidas ao DIRK3.

1G] N
5000

150

1000 ¢

500 |
108 \ a=3,b1=2.5 oty ‘ a=3,b1=2.5

a=8, b1=4 | \ a=8, b1=4
a=20, b1=13 1005 @=20, b1=13
o5k \ 1

A L i 1 d AA‘ 1 1 L 1
-1 1 2 3 1 1 2 3 AAt

Figura51 O mesmo que na Figura 3, mas aplicado ao DIRK3.

Além disso, quando se adiciona mais um estagio, obsergae ha uma queda mais
acentuada nas curvede ganho com o crescimento dBt (Ver Figura6i Comparacao entre
0 DIRK2 e DIRK3. Isso devese ao fato de possuir dois parametros livres, sendo possivel

manipulalos de forma que a curvaodganho absoluto tenha o comportamento desejado.
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Dessa forma, o DIRK3 proporciona uma convergénoi@ um menor ganho paraneesmo

numero de CFL.

Ainda assim, ndo serdo desenvolvidos métodos com mais estagios, pois a equacao do
ganho tornese mais compba, dificultando a manipulacdo de seu comportamento. Além
disso, para cada estagio sdo feitasisracdes para convergéncia do mesmo. Isso acarreta
em um aumento do custo computacional por iterpedia cada estagio acrescentaiigsim, o
namero total déteracfes a ser reduzido com um quarto estagio ndo compensaria o custo por

iteracdo adicionado.

Com intuito de compararmos o DIRK2 e DIRKS3, foi plotado Fagura 6 (direita) o
namero total de iteracbes, somarsotambém as stiteracdes por estagio. Dessa forma, o
custo computacional por iteracdo tosesimilar, permitindo tal comparaca®@bservase que
o DIRK3 converge em um numero menor de iteracdes totais para um mesmo numero CFL,

reduzindo o custo computacional comparaol®iRK2.

N
6] 5000
12y

1000

—— DIRK2, y=20
DIRK3, a=20, b1=13

— DIRK2, y=20
DIRK3, a=20, b1=13 10

L " L i AAt L 1 T I 1 L AAt
-1 0 1 2 3 -1

Figura61 Comparacédo entre o DIRK2 e DIRKBm equacédo do modulo do ganho

(esquerda) e o numero total de iteracdes para convergéncia (direita)
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3 ANALISE E DISCUSSAO DOSRESULTADOS

Neste item sera resolvido um caso teste utilizando os métodos desenvolvidos na
metodologia. Para isso, primeiramente deita uma analise de estabilidade linear fisica no
intuito de identificar as frequéncias e mecanismos de instabilidade presentes. Apdés identificar
guais instabilidades estdo presentes, sera gerada uma solu¢do numérica com o DIRK MGM,

testando sua habilida de amortecer as perturbacdes em diferentes frequéncias instaveis.

3.1 EQUACAO DE LORENZ.

O primeiro caso teste do Runge Kutta diagonalmente implitiizando o MGMmulti-
estagio serd um sistema de equacgles diferenciais ordinarias (EDOs) para cedificar
funcionamento do método. As equacdes de Lorenz representam um Otimo exemplo de um
problema néo linear para testar essa nova metodologia. Esse problema foi primeiramente
formulado em 1963 pelo matematico e meteorologista Edward N. Lorenz, como um modelo
para conveccao atmosférica. O modelo de Lorenz é definido por um sistema tridimensional de
EDOs que depende de trés parametros positivos e reais. A medida que os parametros séo
variados, mudae o comportamento do escoamento determinado pelas equacaedgthas
valores, as solu¢bes numéricas oscilam, aparentemente sem fim, em uma forma pseudo
randdémica a qual € conhecida hoje como caotica (Sparrow, 1982). Além disso, essas solucdes

oscilam em torno do que ® Horsthnehat2004)l 0 como fia

As equacdes Lorenz sao definidas por:

dx

sty 1) (31)
Yoo 20 ¥y (32)
dz_

a—xy bz (3.3

Onde X, y e zsao as variaveis independentss,é o niumero der@ndtl, 7 € o nUmero

de Rayleigh eb é um parametro relacionado ao tamanho fisico do sistema.
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As equacdesle Lorenz ficaram conhecidas entre os cientistas por ser um sistema de
equacdes deterministico, com um numero finito de graus de liberdade, e apresentar o
comportamento cadtico. Esse comportatbed representado pelgigura 7, posuindo

algumas caracteristicas abaixo:

a.A trajetoria de sua solucdo € nao periddica e ndo convergente.

b.A solucdo parece ndo mostrar um fenémeno transiente. Porém, a medida que se evolui
no tempo, a trajetdria ndo converge para um comportamento estacionaem
periédico.

c.Para diferentes valores de condic¢des iniciais e métodos explicitos de diferentes ordens,
sera produzido uma solucéo de forma geral similar.

d.Os detalhes da solucéo irdo depender crucialmente dos fatores mencionados no item C.
Em outras palaas, apresenta uma alta sensibilidade aos métodos e condic¢des iniciais
aplicados. Dessa forma, tornars®impossivel de prever os detalhes de sua trajetoria,

exceto para um periodo curto de tempo. (Sparrow, 1982)

4oF [
30f

20F

-10 0 10 20

Figura7 - Sducdo numérica das equacdes de Lorenz projetada no plano x, z
(s =10, b8/3e r 2¥

Sparrow (1982)

Visto o comportamento caotico das equacfes de Lorenz acima, sera feita uma analise de
estabilidaddisica das equacdes para identificar os tipos de instabilidades obtidos. Assim, sera
possivel saber para quais tipos de instabilidade seréo testados os métodos de Runge Kutta

diagonalmente implicitos utilizando o MGM.
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3.1.1Andlise de Estabilidade Fisica Linear

Nesse subitem sera realizada a analise de estabilidade linear fisica das equac@&sz de Lor
(Eq(3.1), (3.2) e (3.3)). Sera utilizado o conceito de estabilidade segundo S. Chandrasekhar
(1981), o qual considera a hdidade do sistema em questdo de restaurar seu estado de
equilibrio quando submetido a uma perturbacao. Por questdes de organizagdo, a analise sera
realizada em passos 0s quais esté@scritosabaixo.

1 Linearizacdo do Sistema

1 Modelagem da Perturbacéao
9 Calcub dos Autovalores

1) Linearizag&o do Sistema.

Sejam X, Y, e z, estados base do sistema. Como descrito na introducdo, as solu¢des de

regime permanente séo utilizadas como estados bgs®lllema, visto que a linearizacdo da

fungéo sera centrada nesses estados.

Além disso, considerex, ,y, ,z, as perturbacdes em relacdo ao regime permanente.

Logo:
X(t) = x, “ex, (3.9
y() =y, ey, (35
z(t) =z +ez (3.6)

Onde e é a ordem da perturb@ao. Substituindo as equac@dgs}), (3.5) e (3.6) em(3.1),
(3.2) e (3.3), obtémse:

2% -

ot % S Y S -85 W, (3.7)
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d

e%z Yo %% X7 %% BT Y-& 7 ‘ex; (338)
dz, 5

e X% B L% 8 K ye “neg 7 (39)

Eliminando todos os termos de ordem maior que zero pambtémse as equacgdes do

sistema estatico ou de regime permanente dadas por

0= %S ¥ s (3.10
0= % %% X X (311
0=X%Y, -zb (312

Resolvendo par,, Y, e Z,, chegase & solucdes de regime permanetiea solucdo é

trivial e duas nasaotriviais, dadasrespectivamentgor:

- 0.%- 0, %- 0 (3.13
% - b A oy, -1, 1- (3.14)
%- NbJ-1+n y < $F 4r g 1 - (3.15

Com as solucdes de regime permaredefinidas, serdo eliminados todos os termos de

ordem diferente de uem e. Obtendese, assim, a versédo linearizada das equacdes:

= $X, Y, (3.16)
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dy,
P B N 34 (317
d
d—zt"=ybxp %Y, b7 (3.18)

2) Modelagem da perturbacéo.

Para modelagem sera assumido que a perturbacdo possui comportamento de onda,
adotandese, assim, a hip6tese de modos normais. Isto-sieva@o fato do problema ser
homogéneo no tempo, visto que a solu¢do base adotada é de reginmeepernmeio variando
no tempo. Assim, possibilitando escrever a perturbacdo em series de Fourier. Além disso,
sabese que as equacdes de Lorenz sdo um exemplo de um problema acoplado, pesenitindo
utilizar um termo somente da série de Fourier. Seguemabsigerturbacdes:

X, =€"x (3.19
y =€y (3.20)
z,=€" 7 (3.21)

Onde X,, Y,, Z, sdo as autofungdes. A frequéncia associada a perturbagéo & dada @or

pode ser decomposta em sua parte real e imaginaria:

W= W& (322
Também é comumente representada como um vetor defiardo

{w" wh (3.23)
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As duas componentes acima ditardo o comportamento temporal da perturbacdo. Para

visualizacdo como cada parte ira influenciar, reeseseva perturbacdo decompondo as

frequéncias.

gt =gl oW (3.24)

Fase Amplitude

Onde a parte real é responsavel pela fase da perturbagédo, enquanto a parte imaginaria pela

amplitude da perturbacéo, representando sua taxa de crescimento. Asshse plediaeir o

comportamento temporal abaixo.
Para fase terseque:
WS =0 - Estacionaria
w? >0 - Oscilatéria
Para sua amplitude, tese que:
w, =0 - Neutra
w, <0 - Estavel
w, >0 - Instavel
No proximo passo, serao utilizadas as definicbes e conceitos da perturbacdo apresentados

acima para montar o problema de autovalor ezaatiua andlise apos reseloe

3) Problema de Autovalor
Com as perturbacdes definidaapstituimos as equacdEsl), (3.20) e (3.21) em(3.16),

(3.17) e(3.18). Assim, chegae ao seguinte problema de autovalor:

a-s s 0 oxa o1 040 x,
A% 1 % % FO ix0 v, (3.25)
Ew % -0 %28 20 Fi g

A partir do problema acima obtése os possiveis autovalor@s associados ao problema

para cada solucdo de regime permanente. Uma vez definidos os valores pedese

verificar quais tipos de instabilidade o problema estéd sujeito. Porém, como visto acima, o
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problema de autovalor depende dos parametross e b . Portanto, serdo utilizados valores

amplamente discutidos na lisgura os quais as equacfGes de Lorenz apresentam um

comportamento instavel e cadtico (Sparrow, 1982).

Para o primeiro caso, iremos utilizar

s=10, b=8/3, r 2¢ (3.26)

Substituindo os valores dos parametros acima(2B), (3.14) e (3.15), obtémse as

seguintes solucdes de regime permanente:

-0 %-0 3%- 0 (3.27)
%- 62, y, - &2, z -21 (3.28)
X - 6v2, y,- 6/2, z- 2i (3.29)

Com esses valores definidos, chegaaos autovalores associados a cada solugcdo de

regime permanente acima. Seguem abaixo, dadasmafw,”, w?} :

w,, ={{0,11.8277},{0, 22.8277},{0, 2.6667}) (3.30)
w,, ={{0, 13.8546}{ 10.1945,0.0940}{10.1945,0940}} (3.31)
W, ={{0, 13.8546}{ 10.1945,0.0940},{10.1945,0940}} (3.32)

Plotando os pontos acima em undfgco cujos 0s eixos sdo: imaginarios (vertical) e real

(horizontal). Terrse:
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Im[w]

-10 -5 5 10

Figura81 Autovaloresobtidos com o case =10, b =8/3, r 2¢

As equacOes de Lorenz apresentam frequéncias instaveis nas trés solucdesale regi
permanente. O autovalor mais instavel acima é o que apresenta a maior taxa de crescimento,
por isso, é o foco da andlise. Visto que essa taxa de crescimento da ardplgaderbacao
€ representada pela parte imaginaria do autovalorséenque o aut@lor mais instavel é
referente a primeira solucdo de regime permanente. Ele é dad0,108277}, possuindo
uma taxa de crescimento extremamente elevada comparado aos autovalores das outras
solucbes. Dessa forma, a primeira solucdo demeegpermanente e trivial € de extrema
dificuldade de convergéncia, pois 0 problema tende a oscilar nas duas outras solu¢ées menos
instaveis. Além disso, como sua parte real é zero-$mtie uma perturbacdo estacionéria a

gual os métodos SFD parecem iseapazes de filtrar.

Como visto acima, a solucdo de regime permanente trivial é extremamente instavel e
possui perturbacfes estacionarias. Assim, o método DIRK desenvolvido anteriormente sera
testado, verificando a sua capacidade de convergéncia pardutgdo. Em contraste, outro

método amplamente utilizado na literatura também sera testado, cNicéuokson.

Antes de realizarmos os testes solucionando o problema numericamente, sera apresentado
mais um caso para analise de estabilidade fisica dag@guale Lorenz. Porém, serao

selecionados parametros diferentes e, assim, gerando outros autovalores. Sejam estes:

s =10, b=8/3, r A (3.3
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Substituindo os valores acima nas solucOesedane permanente obtidas naguBcdoes
(3.13), (3.14) e (3.15), chegase as solu¢cdes abaixo:

%- 0 ¥%- 0 3z-0 (3.34)
x - -2J26, y, - -a/26, 7 -3¢ (3.35)
X,- 226, y,- 2/26, 7- 3 (3.36)

Também substituindo os valores dguacao(3.33) no probema de autovalor da equacéao

(3.25), obtémse os seguintes autovalores:

w,,, ={{0,15.0000},{0, 26.0000},{0, 2.6667}] (3.37)
w,, ={0, 14.4219}{ 12.0034,0.3776},{10.1945,8776}} (3.39)
W, ={{0, 14.4219}{ 12.0034,0.3776}{10.1945,8776}} (3.39)

a
=

x
[=1

Figura91 Autovalores para =10, b =8/3, r 4(

Observase que as trés solugdes também s&taveis para os valores dos parametros
inseridos nas equacbes de Lorenz. Os autovalores sao similares aos encontrados
anteriormente, porém com as suas partes imaginarias aumentadas. No caso do autovalor da
solucéo trivial, esperae uma maior dificuldde de convergéncia que no caso anterior, pois

essa taxa de crescimento ir4 afastar de forma mais acentuada a solucao para as outras solugée
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nao triviais de regime permanentNo caso dos autovalores dagu&cdeq3.38) e (3.39),
esperase ser visivel uma taxa de crescimento mais elevada e, assim, alternandezesis v
entre as solucfes nao triviais. Esse resul&rdoesperadqois a medida que se aumenta o

valor de r, seu comportamento caotico é acentuado, assim, tornando mais dificil a

convergéncia para o regime permanégStgarrow, 198p

3.1.2Solucdo Numéricai Ganho Minimo com Esquemadulti -Estagio

Com a andlise de estabilidade fisica realizada, as equacdes de Lorenz serdo resolvidas
numericamente para os diferentes tipos de instabilidade encontradas acima. Como explicitado
anteriormenteeste sera o primeiro caso teste do DIRK MGM, assim, ser& possivel verificar a
capacidade de convergéncia do método para suas solugbes de regime permanente,

considerando as instabilidades presentes.

O problema foi resolvido primeiramente utilizando CN# em dominio temporal de
O0<t B0, a partir de x(0)=1/10,y(0) =1/10e z(0) 4/1, rendendo uma solucdo
(x(t), y(t) e 4 )) representada pelas linhas mais finas nas figuras abaixo. Entdo, o MGM foi

ligado em diferentes tempos, sendo espntado pelas linhas grosdasam testados o DIRK
de 2 e 3 estagios desenwidbs na metodologia, dados pelas Equaq@s20) e (2.24) .

Ambos os métodos foram rodados em suas condi¢des Otimasz e@db e b =362 para
trés estagios &=300 pam dois stagios(Ver Figura 14). Além disso, foramutilizadas as

seguintes tolerancias:

(- ) [(%-%)| 20
"™y Iy -y ®0° (3.40)

(- 2)1(Z -3 ®°

Primeiramente, foi resolvido o caso apresentado na analise algliéatle linear fisica

acima, ondes =10, 6 =8/3 e r =28. Neste caso utilizege o DIRK MGM de tres estagios
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e Dt . Solucionando para primeira solugéo de regpermanentgivial dada pela Buacéo

(3.27) abaixo, obténse o resultado explicitado féguralO.

-0 %- 0 3- 0 (3.27)

it}
[=]

yit}
=]

T ] —— N2
I TN MG

_1of LTUMN

L L 1 L L
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

zit}

CNz2
(11 MGM

FiguralOi Solucéaatrivial Lorenz(s =10,b =8/3 e r =28) ao ligar oDIRK3 (amarelo).

Observase que o resultado esta de acordo com o previsto ngeaeétabilidade linear
fisica. Como a solucao trivial em questdo esta associada a uma taxa de crescimento muito
elevada comparada as outras duas solu¢des nao triviais, ha uma oscilagdo muito maior em
torno das néo triviais. Pois, & medida que ha uma epag&o da solucdo trivial, a grande
taxa de crescimento forca rapidamente o afastamento, tendendo para uma das outras solucoes
Além disso, percebse a presenca de uma taxa de crescimento e um comportamento
oscilatorio das perturbacdes referentes as 8ekigdo triviais, também como previsto na

andlise no subitem anterior.

Também é visivel que o CN2 ndo consegue convergir para nenhuma das trés solucdes de
regime permanente. Assim, ndo sendo capaz de amortecer as instabilidades oscilatorias e
estaticas pientes nas equacdes de Lorenz. Porém, quando o DIRK MGM é ligado, ha um
amortecimento das perturba¢cdes de natureza estatica referentes a solucéo trivial. Dessa forma,

o método consegue forcar a amplitude da perturbacdo decair, convergindo para o regime



43

pemanente. Isso mostra que o método foi extremamente eficiente no amortecimento de

perturbacdes estacionarias, produzindo, assim, solu¢cdes acuradas de regime permanente.

O problema de Lorenz foi solucionado também para as solucfes nao triviais, sendo elas:

%- -6J2, y, - /2, 7 -27 (3.28)

% - 6v2, y,- 6/2, z- 2i (3.29)

Obtendese os resultados explicitos Rigurall.

20 i . | 10 I Mk | i
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|
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20 T Iy ",,,'I| '|.i\.|.|-' MGM-2 Sol.

Figuralli Solugdes ndo triviais de Loreng €10, 6 =8/3 e r = 28) utilizando DIRK3

Como previsto na analise de estabilidade fisica, as solugcdes nédo triviais acima estéo
asseiadas a perturbacdes oscilatérias com a taxa de crescimento de sua amplitude positiva.
Pelo fato de sua taxa de crescimento ser muito menor em relagéo a solugéo trivigk torna
mais facil a sua convergéncia. Ainda assim, o método tradicionalmente iempéeln, CN2,
nao consegue amortecer as instabilidades e convergir para alguma das solucbes de regime
permanente néo triviais. Quando o DIRK MGM ¢é ligado, o0 método consegue amortecer as
perturbacfes, dessa vez de caracteristicas oscilatorias. Assim, calwvg@a@ya uma solugcao

de regime permanente acurada.
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O problema também foi resolvido para o segundo caso apresentado na andlise de
estabilidade linear fisica, onde=10,b =8/3 e r =40. Neste cas, foi testado o DIRK

MGM de 2 estagios conbt =1. A Figura 12 mostra o resultado obtido para solugcdo de

regime permante trivial (E(R.34))
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Figural2- Solucéo trivial de Lorenzg =10, b =8/3 e r =40) utilizando DIRK2

A Figural3 mostraa solucao obtida para as outras duas solu¢des nao triviais, dadas por:

x - -2:26, /26, 7z -3 (3.39)
- 2426, y,- 2a/26, z- 3 (3.36)
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Figural3- Solucgdes nao triviais de Loreng €10, 6 =8/3 e r =40) utilizando DIRK2

O DIRK MGM de 2 estagios mostreae eficaz na convergencia das trés solucdes de
regime permanente, mesmo sendo mais instaveis que no caso anterior. Também foi observado
gue todos os resultados estdo de acordo com analise de estahbiidadesica. Na maioria
dos casgsao ligar DIRK2 MGM, convergesepara duas solu¢cdes nao triviais, copnevisto
na anake Também foi observadama maior taxa de crescimema amplitude tanto para
solucgdo trivial, quanto para as outras duas¢gi@snao triviais, também estando de acordo
com o esperaddAssim,esse aumento provocana maioralternancia da oscilagdo em torno

das solucdes de regime permante néo triviais.

Além disso, foram utilizados os mesmos valores dos parametros da equacdo dedorenz
solucdo acima para realizar uma analise de convergéncia por passo no tempoFigd@a A
14 mostra numero de iteracBes necessarias para convergéncia para diferentes parametros do
DIRK MGM de 3 e 2 estdgios. Enquantd-igural6 mostrao mesmo grafico para o MGM
multi-passo (esquerda) e o SFD (direita) em suas condicfes Otasalvidos em Teixeira &
Alves (2017) para mesma tolerancia de convergémém MGM multi-passoe no SFD
observamse linhas veicais as quais sao limitantes @ para convergéncia. No caso do
MGM multi-passg como falado anteriormentisso é causado pelo fato chétodo perdesua

L-estabilidade. Essa dificuldade é superada pelo MGM +estifigio, permihdo aumentar
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Dt e, assim, utilizar a redugdo de ganho assintética para uma convergéncia em menos

iteracdegVer Figural4e Figuralb).
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O SFD foi simulado utiliando o CN2, assim, o seu tempo de CPU por iteracdo € similar
ao do MGM multipasso. Isso permite que o numero de iteracBes para convergéncia seja
comparado entre os dois métodos nos graficddglaal6. Nessa figura observee aie o El
€ a melhor op¢cdo entre os MGM myptasso quanddDt pode ser escolhido grande o

suficiente. A figura também mostra que o SFD em suas condi¢cdes 6timas utiliza 50% menos
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iteracOes que El para atingir a mesma tolerancia. égsseem particular favorece o SFD pois
o problema ndo apresenta um espectro grande de frequéncias instaveis, o que faria 0 niumero

de iteracdes aumemta

Figural6i Numero de iteracfes Rt - MGM-Multi-Passo (esquerda) e SFD (direita)

O MGM multi-estagio possui um tempo de CPU por iteracdo maior devido a quantidade
maior de calculos para convergéncia de cada estagio. Dessa fonmepmparacdo direta
nao pode gefeita entre 0 MGM multpassoMGM multi-estagioe o SFD Entéo, para efeitos
de comparadip, assubiteragdes por estagiforam contadagsomo iteracbesproduzindo o

resultado nd&igural?.


















